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I NTR ODUCC ION 
xi 
El propósito principal del presente trabajo es el estu-
dio del "Teorema de Representación de Riesz" de la manera 
más general posible. Para ello, en el primer capítulo se 
presentan las generalidades necesarias sobre la teoría de la 
medida, medidas signadas, la descomposición de Hahn, las 
variaciones de una medida signada, la descomposición de Jor-
dán y el conjunto de las medidas signadas finitas con su es-
tructura de reticulado de Banach. 
En el segundo capítulo, se presentan aquellos resulta-
dos topológicos sobre los espacios localmente compactos que 
nos permiten estudiar las medidas de Baire y de Borel así 
como el importante concepto de la regularidad, establecién-
dose que toda medida de Baire es regular y que dada una me-
dida de Baire siempre existe una medida regular de Borel que 
la extiende. Para ello se definen los contents y se presen-
tan sus propiedades y luego en términos de los contents se 
define la medida regular de Borel que extiende a la medida 
de Baire dada. Pero para poder seguir la demostración de 
Jarcov 8 sobre el Teorema de Riesz, para espacios compac-
tos es necesaria la noción topológica de la disconexidad 
extremal, por lo cual también a inicios del segundo capítulo 
definimos este concepto y demostramos que: "Un espacio topo-
lógico es extremalmente disconexo si y sólo si su compacti-
ficado de Stone-Cech lo es". Ya con este fundamento trazado 
damos la demostración del Teorema de Riesz para espacios 
topo lógicos compactos. 
Siguiendo la idea de obtener el teorema de representa- 
xii 
cidn de Riesz para espacios topológicos más generales, en el 
tercer capítulo se presenta el importante concepto de la 
completación de una medida. Se definen y se detallan las 
relaciones que existen entre las topologías 25c , T5st y 7500  
definidas sobre Ilb(X) con (X,e) un espacio topológico com-
pletamente regular. Después de estos resultados se presenta 
la demostración del teorema de Riesz para espacios completa-
mente regulares al igual que dos corolarios que de la misma 
se desprenden. Finalmente, para concluir el capítulo se ob-
tiene la clásica demostración del teorema de Riesz para es-
pacios topológicos localmente compactos, como consecuencia 





En lo que sigue 	indicará una om- álgebra fija de par- 
tes de un conjunto X y las medidas se supondrah definidas 
sobrej Por simplicidad y costumbre a los elementos de 
se les denomina sub-conjuntos medibles de X. 
1.1 Medidas Signadas  
Recordemos que por M(X) o simplemente por M se indica 
al conjunto 
M = { 	 es medida} 
y que M posee las siguientes propiedades: 
1. Para toda 	9 e M : 	+ ) 	M. 
2. Para toda p-€M y para todo ok 	O :  
es decir, M eá estable por adición y multiplicación, por esca-
lares no negativos. Además, 
3. M no es un espació vectorial sobre R, pués la multi-
plicación por -1 nos da funciones de conjuntos a valores ne-
gativos. 
Definición 1.1: Definamos en M la relación 	de la 
siguiente manera: )1 9 ,si y sólo si, 
11,(A) 	9(A,) para tódo Ac9. 
Se prueba sin dificultad que es una relación de orden 
en M, es decir que (M,‘) es un, conjunto parcialmente orde-
nado, 
Enunciaremos en forma de proposición otras propiedades 
que tiene la relación de orden Isobre M. 
Proposición 1.1: (M, 10 es un reticulado; es decir, 
para toda II, 1) e M existen p. V. V , 
IL A 9 en Mi  más aún para todo A ej- 
1. (1.1.v 	)(A) . sup {,-(13) + 9(A-B) / B e 	, B11 A } 
2. Cr N/ )(A) = inf {/B) + )CA-B) / 139.. , 	A 
3.  
A continuación presentaremos un resultado que describe 
una propiedad de completitud del orden del reticulado (M,:1). 
Proposición 112: Sea (tin)n1=M tal, que Lt 
para todo n ;1 1, entonces la función 
de conjunto: 
:9_ --o— [o, 00]  
Ae5 : p..(A) = Lim L. (A) 
n-o-co n  
definida por: 
es una medida.. Más aún 	sup ii‘n• 
n 1 
Como mencionáramos antes, al multiplicar medidas por 
-1, obtenemos funciones de conjuntos a valores negativos. 
Por esta razón es deseable considerar funciones de Conjuntos 
a-- aditivas que también toman 'valores reales extendidos 
negativos. 
Para distinguir de una medida una tal función de con- 
juntos a"- aditiva, usualmente se le refiere por "Medida Sig-
nada". En forma precisa. 
Definición 1.2: Una función de conjunto 
)-1- : 9- --- 1  
es una medida signada si: 
a. Toma a lo más uno de los valores +00 y - oo 
b.  
c. pes a"- aditiva, esto es; 
Si (An)n;11 es una sucesión disjunta de 9. , 
entonces co 
y .(Uc°3 A)= Z)- n  
n=1 n n=1 
Observemos que si 1.1.. es una medida signada y (An)n ,I, 1 
es una sucesión disjunta de SI tal que: 
co 




c°  entonces 	E l y. ( An ) I es convergente en R. 
n=1 ' 
Observemos también que: 
1. Cada medida es una medida signada. 
2. Cada medida signada es finitamente aditiva.. 
Los siguientes resultados nos dicen que las medidas sig-
nadas se comportan como las medidas. 
Proposición 1.3: Sean i.A.,:9‘..--0-- 1 una medida signada 
y A69.. tal que 1).4(A)1<co . Sea 
B €9_ tal que B c= A, entonces 
Y I.L(A-B) = fl(A) - }MB), 
es decir cada medida signada es sustractiva sobre conjuntos 
de medida finita. 
Una inmediata y útil conclusión de la proposición ante-
rior es la siguiente: 
Si A e_91., posee un subconjunto B de medida signada 
infinita entonces A posee medida signada infinita. 
Por 'último, las propiedades usuales de continuidad de 
medidas son heredadas por las medidas signadas. 
Proposición 1.4: Sea kt:OIL ------31"71-i una medida signada 
una sucesión de9. y sea (An)n ;11  
Entonces: 
a. An / A; Lim /J.(%) = ).L(A) n-o-on 
b. An \ A y tt.(Ak ) es finito para al menos un k, 
entonces Lim i•(A) =  
n-•-coi 
1,2 Conjuntos Positivos, Conjuntos Negativos  
En eata sección introduciremos un nuevo tipo de conjun-
to Medible, el cual tiene propiedades muy importantes Tjuega 
un papel fundamental en el desarrollo de'la teoría de,la 
medida.. 
Definición 1.3: Sean jsk, 	 11 una medida signada 
y A £9._ entonces: 
1. A es positivo (A 	O) si 
,J.L1A () E) >. 0,, para todo E £9, 
2. A es negativo (A ‘. O) si 
kL(A r) E) 	O, Ipara todo E e dgb 
De la definición . anterior se tienen las siguientes ob-
servaciories: 
a. A es positivo siy sólo si, para todo sub-conjunto me- 
dible B de A se tiene que kl(B) 	O. 
b. A es negativo, si y sólo si, para todo subconjunto 
medible B de A se tiene que fiL(B) 	O. 
Ejemplos y Propiedades  
1. 0.›..0 y rd‘O 
En efecto 
11(o n E) = 11(0) . O, para todo E 9, 
2. Si A,>,0 yBCA, B £ 9..,  entonces. 13 
3. Si A< O y BC A, B e 	, entonces 13 < O 
4. La Unión dé cualquiera sucesión de conjuntos positi-
vos es positivo. 
5. La unión de cualquiera sucesión de conjuntos nega-
tivos es negativo. 
Proposición 1.5: Sea j.1:9- 	-á una medida signada 
y E 69.. tal.que ii(E)> O. Enton- 
  
ces existe A c9_. tal que 
O, A Gi E y ik(A)> O 
La demostración de la proposición anterior hace fuerte 
uso del Lema de Zorn. 
Similarmente se puede enunciar una proposición para 
conjuntos negativos. 
1.3 La Descomposición de Hahn 
Procederemos ahora a dar la definición de lo que se en-
tiende por una descomposición de Hahn Utilizando fuertemente 
la noción de conjuntos positivos y negativos. 
Definición 1.4: Sea 11:5k 	una medida signada. 
Una descomposición de Hahn para X, 
es un par (A, B), donde A, B son tales que: respecto dell. 
8 
1. kn B = 0 
2. AUB= X
3. A>OyB‘O 
Podemos observar que si (A, B) es una descomposición 
de Hahn de X7con respecto a 	entonces IB, A) es descompo- 
sición de Hahn de X con respecto a -11.. 
Una descomposición de Hahn con respecto a una medida 
signada siempre existe y es esencialmen'ze única, como lo ve-
remos én la siguiente proposición. 
PÉóposición 1.6: Sea p.:JIL 	-É una medida signada. 
Entonces X posee una descomposición 
de Hahn con respecto a fk., es decir existen A y B en 91_ 
tales que 
a. AnB= 
b. A U El = X 
c. A.> OyB‘ O 
más aún, si (A, 13) y (A1, B1) son descomposiciones de Hahn 
para X, con respecto a );),,,, entonces 
1. tk- (A 	Al) = p- (13 LS Bi) = O 
2. j,L. (E n A) 	n A1) 
3. (E n 13) = r4E n Bi) 
para todo E €5.. 
1.4 Las Variaciones de una Medida Signada 
En esta sección presentaremos tres medidas sobre .51.. 
que se desprenden de una medida signada. 
Proposición 1.7: Sea (A, B) una descomposición de 
Hahn de X con respecto a una medida 
signada 1..A. :9, --9,- irt. 
Sean: 
I' :51.--.-ER : m+ (E) = 1.1(A n E) 
: y- (E) = -p.(B n E) 
: IM.I(E) = )1-1.(E n A)- 1.1(E n B) = 
p. + (E)  
Entonces ).L+,)1- y 1111 son medidas sobre)L . 
Las medidas p.+ , p. Y LIJI-1 se denominan la variación 
positiva, la variación negativa y la variación total respec-
tivamente, de la medida signada... . 
Observemos que las medidas p.+ , /J.._, y l'Al son inde- 
pendientes de la descomposición de Hahn de X, respecto ap. . 
En efecto, sea (A1, B1) otra descomposición de Hahn de 
X respecto aft., y seanilf il- P 1 - 1 o _ o 	. 	las medidas corres- 
pondientes a la descomposición (A1, B1), entonces para cada 
E 9, : 
IdL + (E) = J1(A (-1 E) = kL(A, () E) =i1+ (E) 
JA..- (E) = HE n E) = -1,L(E1  n E) -,. /u. (E) 
il - :9-----°-1  
lp-1 :9.---›-R 
luego 
j y 11.-L I=1.1 1 
Definición- 1.5: Una medida signada j.Á. :9. 	R 
es una medida signada finita -si 
1 fL(E) < 00 para todo E €9„. 
Observemos de inmediato que p. es una medida signada 
finita, si y sólo si, 11.k.(X) I < co 
Definición, 1.6.: Una medida signada p. :9.. 	111 es 
cr - finita si existe una sucesión dis- 
junta 	(E)n. 1 de 9...,  tal que: 
.0DA X = U E 
n=1 n  
y 	1 )t(E) 1 <00 para todo n 	1. 
1,5 La Descomposición de Jordan. 
Sean 	 una medida signada y (A, B) una des- 
composición de Hahn respecto de ti , entonces para todo Ee5L: 
=, 	n 
- pL(E n. (A U B)) 
= p.(E n, A) + 1.4.(E n 	) 
ft (E( A) - E- ft(E n 13) 
=II- (E) - 	(,E) 
luego 
= 
Esta identidad es conocida como la "Descomposición de 
Jordan" de la medida signadap. 
Propiedades: Para todo E 
1. J.L+ (E) 1.;),1(A) 
2. y. - (E) 41-11(B) 
Supongamos que existen conjuntos medibles El  y E2 tales 
qué 
	
+ (E1) = 	(E2 ) = oo 
entonces por las propiedades anteriores: 
)1 ( A ) = co 	y 	- ).L(B) = oo 
es, decir 
= 00 	-Y 	1,1.(B) = 	co 
lo que no es posible pues 	es una medida signada; en con- 
secuencia al menos una de las medidas?. y FL - debe ser 
finita. Es decir, la descomposición de Jordan: 
= P-+ 
nos dice que cada medida signada es la diferencia de dos 
medidas, al menos una de las cuales es una medida finita. 
Las siguientes son útiles expresiones para una medida 
signada. 
- 1,2 - 
Proposición 1.8: Sea 	ji :9.-0'1R una medida sig- 
nada, entonces para cada E ck. se 
tiene: 
1.  y...1" 	(E) 	= 	Sup {).1.(F) /F€5,FQ E} 
2.  (E) = Sup F€9., F 	EI 
3.  j-k, 	(E) = Su/31Z' 
finita y UF i  
/ (F1)Q9.. 	disjunta 
E } 
4.  = o. 
1.6 El Reticulado de Banach Ms (X) de-las medidas signadas 
finitas. 
Se sabe que el conjunto de todas las medidas signadas 
sobre9, no forman un espacio vectorial sobre R; puesto que 
si J 1 toma el valor -cc y )..1.. 2 toma el valor +co , entonces / 
ki  I + 	2 no tiene sentido. Pero lo que es cierto es que 
existe un subconjunto del conjunto de las medidas signadas 
que es un espacio vectorial, el cual 
Ms (X) = 	 IR. /fi- es una medida signada finita 
A continuación presentaremos las propiedades más impor-
tantes del conjunto Ms (X). 
- 13 - 
Propiedades: 
1. Si JA. CM5 (X), entonces 	<00 para todo A 
2. Sea te_má -(X), entonces por la descomposiciónde 
Jordan ti = Ji - P- donde al menos una de las 
medidas p.+ y J.I. debe ser finita. Pero como - 
es finita se tiene que p.+ y ít son finitas. 
Así pues y. + , 	e M (X).s 
3. Para cadate Ms (X), liki= 
Así para cada A 6_9_ 
= /X + (A) + 	(A) 
por lo tanto 
I)-LieMs  
4. Si pi, y e Ms (X) y d e R entonces 
(fk+ 9)ems (X) y 	o9he. Ms (X) 
por consiguiente Ms (X) con la suma y el producto escalar es 
un espacio vectorial sobre R. 
5. 4a relación ‘. dada por: 
PL-5. y, Si y sólo si, )X(A) 	9 (A) para todo A e5, 
es una relación de orden parcial sobre M (X), más aún 
Ms (X) es un reticulado vectorial Y 
9-LV9)(F) =,Sup{?,-(B) +9(F-B) / Bep., BQF 
= Inf {1.1. (B) +(F-B) / B€)1, BQF 
- 14 - 
6. Para cada /Le Ms (X) 
().1,, V0) (F) = Sup{ p.(E) / B€9. I  B 	= /1+ (F) 
(-).A.V0) (F) = Sup{t(B) / B€9, BF = 	(F) 
por consiguiente 
= (.V O) 	( - 	y ) 	y (-JI.. 
En  lo que sigue definiremos una norma sobre Ms (X) y 
probaremos que (Ms (X), 11 . II ) es un reticulado de Banach. 
Proposición 1.9: La función 
. 0 	: ms 
HJAA = ikLI (X). 
.es una norma sobre Ms (X), es decir (Ms (X), 	N. H ) es un 
espacio normado; más aún Ms (X) es un reticulado normado. 
Demostración: 
L) Como it4.1(X)>. O para cada lie Ms (X), se tiene 
que 	Il)-'-II 	O. Por otro lado, para cada A€9..: 
(A) ‘. IpLI (X) = 	y.. 0 
Por lo tanto 	llp.II=  O, si y sólo si, 	Ji. = O 
ii) Para cada ' ems (X) y para cada o( e fik 
	
II o(1),  II = 	109.14 (X) = 	100 ( ip-1 (X)) 
iii) Sean /L, y 	Ms (X). 
- 15 - 
II ki. + 9 II = I j..i. + y i (x)‘. ( ItA-1 + I V I ) (x ) . 
O sea 
II/1+ 901( y- 1 + 191 ) (c) 
= Ip.1(x) + I sl 1(x) 
= 	II ?A. 11 	+ 	II V II 	. 
Así. 
II f-t• 	V II 6 II y. II 	+ 	II 9 II 
iv) 	Sean »,, 9 e Ms (X) tales que i ii. III Y I entonces 
II j.4.. 0 = I p. I (x) 6 1V 1(x) . 0 V O 
Proposición 1.10: (M5 00, 1. 11 , ..<.; ) es un reticulado. 
de Banach. 
Demostración: 	Para ésta solo resta probar que M5 (X) 
es un espacio completo para la norma 
definida anteriormente. 
En efecto, sea ().n) 	una sucesión'de Cauchy en 
n?-1 
Ms (X). Es necesario probar que existept. e Ms (X) tal que: 
hm II 
n-a»CO 
Sea E.> 0, doirto 
(1.ri)
n>1 es de Cauchy, existe un 
K> O tal que para todo n, m mayores que K se cumple: 
O J4- n - P''' in II < E - 
Luego para todo A perteneciente a 9.. se tendrá: 
' O 
- 16 - 
( A ) - 	m 
(*) 
Lo anterior nos muestra que para todo A €9.- 
es una sucesión de Cauchy en R. Por la com- 
n1 
pletitud de R, existe hm 1.4. (A), •V A €9.- n n-s-co 
Así pues podemos definir la siguiente función de conjun- 
tos 
  
FR.. , dada por: 
rimp. n (A) . 
n-•-co' 
V A €9. : 	(A) = 
Probamos a continuación que JL "s 
1. Como (A)) 	es de Cauchy entonces es aco- ()In 	r11 
tada, de donde 1».(A)1<co , VAC 
Por (*) si n—i-co tendremos que: 
ly.n (A) - 	< 	Vn 	K 	(*) 
2. p. (0) = hm 	(13) = O 
n->-03 n  
3. p. es a-- aditiva. 
Sea (An ) n> 1 una sucesión disjunta de 9..  y sea 
(kin (A)) 
A = 	A entonces tendremos lo siguiente: 
1 ni 
- 17 - 
1 P 	 1 	P 
I Z (Iik (Ai) -ixn (A1))--< Z 1 ),.tk (Ai) - fin (Ai) 1 i=1 	 1=1 
P 
E 1)1k - ki-n 1 	1 (A.) i=1 
P 
= Ipk - »in ' ( UAi) i=1 
.<-1)i-k - )..i n i (A) 
.11)-kk -/-Lnii 
< 6 	'Vp?...1'Vn.,>.k• 
Por lo tanto: 
P  
IZ ( p-k (Ai) -  
i=1 ' Vp>.1 
Como '1"k (A) = )1k ( L..) A) = Z IIk (An ) n>..1 n n 1 
existe un n1 tal que: 
p 
I 1(A. ) < E. 	w P k (A) - 	r k 	i 	' vp)ni 	(mima) i=1 
luego de (**), (***,) y (mama) obtenemos: 
P P 
iji(A) - iZ=3. 	 Ai)i ip-(A) - 11.k (A)1 + 1?- k (A) - E p.k (Ai) I + 
P 	 i=1 
HE
i
IIk  ( 	(Ai - 1- ) 	a (Ai  ) ) i 1 3 e / i= 
para todo p) ni, por consiguiente: 
p., (A) = :E: 
n>,li n 
- 18 - 
Así pues fi e MS  (X) por (1), (2) y (3). 
4. 	De (**) y la caracterización de p. al- tenemos: 
9 
	
- i'l )4- (x ) = Sup { yn (A )- )1(A ) / A e 9., } < E 1'n  
Y 
(1.1- n -y.r" (x) < e, V n 	K. 
por lo tanto: 
1 Pn - /1  O . (kin _ il. ),- (x)+(,P.n -Ji. ) - (x )..5 2.6, 
V n 	K 
de donde finalmente se obtiene: 
II pn - p- il --- O. 
Concluimos asi que Ms (X) es completo. 
CAPITULO II 
- 20 - 
II. MEDIDAS EN ESPACIOS TOPOLOGICOS LOCALMENTE COMPACTOS  
2.1 Espacios Localmente Compactos 
A través de este capítulo (X,r) denotará un espacio 
topológico localmente compacto y Ta . Sólo se presentará con 
cierto rigor aquellos resultados imprescindibles para el es-
tudio del-teorema de representación de Riesz. 
KX denotará la familia de los conjuntos compactos en X, 
mientras que Co denotará la sub-familia de KX constituida 
por los conjuntos Gs , es decir aquellos conjuntos compactos 
que se pueden expresar como la intersección de una familia 
contable de abiertos de X. 
Proposición 2.1: Si C es un conjunto compacto en X y 
U, V son abiertos tales que, 
CQUU V, entonces existen compactos D y E tales que: 
Dc U, EV y c=Du E. 
Demostración: Como U y V son conjuntos abiertos y C 
es un compacto entonces los conjuntos 
C'\UyC\Vson cerradosypor estar contenidos en C 
resultan compactos. 
Ahora bienC\UyC\Vson disjuntos ya que 
CgUUVpor hipótesis ycomoX es T2 existen conjuntos 
abiertos disjuntos U1  y V1  que los contienen respectivamente. 
Designemos D = C \ U1  y E = C \ V1. Es claro que E y 
D son conjuntos compactos. Próbaremos que D es una parte 
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de U v que E está contenido en V. En efecto: 
Si x es un elemento de D entonces x pertenece a C pero 
no a Ul' luego x no pertenece a C \ U de donde x pertenece 
a U y -por ello D g. U. Similarmente se verifica que Ec= V. 
Por otro lado Ul n V1 = O nos permite escribir 
D U E = (C\ U1) U (C \V1) = C \ (U1 n V1) = C 
con lo cual concluimos la demostración. 
Definición 2.1: Una parte A de X es acotada si existe 
un conjunto compacto C en X tal que 
A es una parte de C. 
Observaciones: Recordemos que un espacio topológico 
(X,e) es localmente compacto si y sólo 
si cada punto de X tiene una vecindad compacta. Que (X,t) 
es localmente compacto si y sólo si todo punto de X,admite 
un sistema fundamental de vecindades compactas. Ahora bien, 
para todo elemento en X, el conjunto de vecindades abiertas 
es claramente un sistema fundamental de vecindades para dicho 
elemento y lo mismo sucede con las vecindades cerradas. 
Sea 
t = {V / Ve Vi(X,"e ), V cerrada } y designemos 
1*  ={vnVx / Ve 4. , Vx e ri(x,t) compacta l. 
Sea U e)rj(x, e) entonces existe Ve t. tal que 
x e VI; U pero también existe Vx una vecindad compacta de 
x en X. LuegoxeVf1V x cV.QU, lo cual muestra que t 31  — 
también es un sistema fundamental de vecindades de X. Es 
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decir que un espacio topológico (X,15) es localmente compac-
to si y sólo si todo punto de X admite un sistema fundamental 
de vecindades compactos. 
Sea ahora K un sub-conjunto compacto de X, una vecindad 
de K es un conjunto V de X que tiene la propiedad de ser 
vecindad de cada punto de K. 
Si K es un compacto en X, existe uma vecindad V de K 
que es compacta. En efecto: Sea U una vecindad arbitraria 
de K, entonces para todo x de K, U es vecindad de x, es decir 
para todo x de K existe Wx'  una vecindad compacta de x tal 
que: x e Wx c= U. Es claro que la familia IWIcl 	es un 
x e K 
cubrimiento de K, el cual es compacto, de donde existen ele- 
mentos x 	x2' O.O, xn  en K tal que: 
K 	W° 	W c= U por lo cual si se designa a i=1 xi i=1 xj 
V = 	Wx  se tiene que V es una vecindad compacta de K. i=1 	.  
Lo anterior nos permite la siguiente afirmación: 
Si C es un compacto de X y U es un abierto de X que contiene 
a.0 entonces U podemos asumirlo acotado, pues de no serlo 
razonamos de la siguiente manera: 
C compacto implica que existe V una vecindad compacta de C, 
esto es C GIV, pero por hipótesis C 5.1 U, luego Cc= un V°, 
donde V° denota el interior topológico de V. Ahora bien 
tenemos que: 
c 	u n v° v 
Luego siempre sa puede encontrar un abierto acotado que 
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contiene a C. 
Definición 2.2: Un sub-conjunto A de X es cr- acotado 
si y sólo si A es una parte de la 
unión de una familia contable de compactos de X. 
Definición 2.3: Un sub-conjunto A de X es 0--compacto 
si y sólo si A se puede expresar como 
la unión de una familia contable de conjuntos compactos de X. 
Proposición 2.2: Sea C un compacto de X y U un abierto 
que lo contiene. Entonces existen 
conjuntos Co y U0 en X tales que: Co es un compacto Qt o, 
Uo es un abierto 0--compacto que verifican la relación: 
C Uo Co U. 
Demostración: Sin pérdida de generalidad podemos asu-
mir que U es un abierto acotado ya que 
X es localmente compacto. 
Consideremos el cerrado X\ U el cual es disjunto del 
compacto C. Entonces por el lema de Urysohn existe una fun-
ción f continua Sobre X con valores en [O, 1] tal que: 
f es nula sobre C y vale 1 sobre X \U. 
Definamos 	Co =.1x6X: f(x)I1/2 
Uo =IxeX. : f(x) < 1/2 } 
- 24_ 
Es claro que C 	o I; Co U. Como además 
C = (-) o 	{x e X : f(x) 2 + 	entonces Co  es un n  n;./1 
conjunto Gs ya que fx e X : f(x) < 4 + 	es abierto en X 
para todo valor de n en los naturales por ser f continua. 
Similarmente Co es cerrado por ser la pre-imagen por una 
función continua de un cerrado de  
Por otro lado 
=Li 	 1 1 {x e X : f(x) -2 - —n  
n?-1 	 2 
significa que U0 es un abierto e- - compacto pues 
1 Un = {x e X : f(x) 	- 
1 	es un cerrado contenido 
2n  
en U para todo número natural n. Como U es acotado también 
los Un lo son, más aun los conjuntos Un son compactos. Por 
la misma razón Co resulta ser un conjunto compacto. 
Definición 2.4: Sea (X,T:) un espacio topológico. X es 
extremalmente disconexo si y solamente 
si todo abierto de X tiene clausura abierta. 
Lema 2.1: Sea (X,e ) un espacio topológico y A un sub-
conjunto abierto de X y B un subconjunto 
cualquiera de X. Entonces la relación A n ISS AfIB es 
válida. 
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Demostración: Sea x un elemento cualquiera de A n 171 
entonces, x pertenece a A y también a 173, 
por lo cual toda vecindad W de x corta a B y existe una 
vecindad V de x contenida en A ya que A es abierto. Tomemos 
W n V, entonces W n V es una vecindad de x contenida en A y 
que cortaaB. LuegoWnVintersecaaAnBes decir 
n y) n (A n E) 0 de donde concluimos que w n(A n B) 0. 
Corno W es cualquier vecindad de x entonces x pertenece a 
A n B. 
Proposición 2.3: Sea (X,1.-',) un espacio topológico com-
pletamente regular. Entonces son 
equivalentes las siguientes afirmaciones: 
a) (X,t) es extremalmente disconexo. 
b) (px,rf, ) es extremalmente disconexo. 
donde p X denota el compactificado de Stone-Cech de X Y rp 
la correspondiente topología en JSX. 
Demostración: Supongamos que )1X es extremalmente 
disconexo y sea Ti un abierto de X, entonces existe 
un abierto V en p X tal que U = y n X. Como f5X es extremal-
mente disconexo V es un abierto de 11X y como X es denso 
en 11X entonces 5J1  = fil X, por lo cual: 
= vro px = vz1  n -)7 ; por el lema 2.1 tendremos que: 
Vflí Ç  V ñ 	= Utilde donde litísg- irefr y asi 
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-..bp 	 __,t 	 't v 	nxg-fleis nx=u 	es decir 7.113 n X  
Por otro lado VtP r) X es cerrado en X y además 
u=vnx.VitPnx, asi que rit g Ve>n X ** 
De * y uconcluimos que U e = VtP n X de donde fr t-
es abierto en X ya que 17 . 7,  es abierto en px. Asi pues 
(X, r ) es extremalmente disconexo si JIX lo es. 
Reciprocamente supongamos que X es extremalmente dis-
conexoyseaAun abierto de ylx, entoncesC =AnXes un 
abierto de X, que por hipótesis es extremalmente disconexo, 
luego E es abierto y cerrado en X, más aún el complemento 
en X de E también es abierto y cerrado. 
Como X = 1 U ex E podemos definir una función f conti-
nua sobre X, con valores en [O, 13 tal que: 
f (E)={o} y f ( ex E) = {1 } 
Asi pues 	E = f-1  to - } Y Cx E = (.f - 11)-1  (o) 
esto es 
E Y Cx E son núcleos de funciones continuas. 
Ahora bien E nCx E = O entonces la clausura en I5X 
de estos conjuntos también es disjunta, más aún como 
X = e UCx e y X es denso en )1, X entonces y) X se puede es-
cribir como la unión de las respectivas clausuras de E y 
Cx E en px, es decir: 
	 px 	 px 
p x.EUCx E 	= E , de donde concluimos que: 
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_f5x 	 fs X 
E 	
(; 	C x 	) 
el cual es un abierto de p) X. 
= X 
4X—  
Probaremos ahora que A ' = E 
En efecto: 
_px 	px  	
E =A(13( entonces E 	= A X 	Ox f1 x 
	px 	Bx 	5X 
pero xPxnx gAPx nx i  
X 
luego 	A px.  
Por otro lado A = - A npX=An PX 
	 RX 
pero A(XI  
Por lo tanto A PX 11 E 	y asi-se obtiene la igualdad 
px 
R px _ E 	 R-flx y por consiguiente 	es abierto y cerrado 
en p X es decir 9 5 X es extremalmente disconexo. 
2.2 Conjuntos de Baire. Conjuntos de Borel. 
Definición 2.5: Sea (X,t) un espacio topológico local-
mente compacto y T2 . Los conjuntos de 
Baire en X son los elementos del cr -anillo generado por los 
compactos Gr de X, en tanto que los conjuntos de Borel de X 
son los elementos del cr -anillo generado por la familia de 
los compactos de X. Denotaremos estos cr-anillos por So  Y 
S respectivamente. En otros términos: 
5o = cr -anillo (Co ); 5 = a'-anillo (Kx ). 
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Proposición 2.4: Sea n={f--1( [a +oo)) /a e R, f 1(X) } 
donde 1(X) o también /(X, R) denota 
el conjunto de las- funciones contínuas sobre X con 'valores 
a, en R. Indiquemos Bo el a- -anillo generado. en X por la fami- 
lia n . Entonces S o está contenido en B . 
Demostración: Bastará con probar que Co es una parte 
a de B. En efecto: 
Sea K un compacto Gs. en X. Existe una sucesión de abier- 
tos (0.Y 	en X tal que K es la intersección de dicha 
il 
familia. Para todo 1)1 definamos Ki  = C x i, es inmedia- 
to que para todo i1, K n Ki  = O y Ki  es cerrado en X. Por 
el lema de Uryáhon para todo il existe una función contínua 
fi  y definida sobre todo X y con valores en el intervalo 
CO, 1] tales que: 
gi 
fi (Ki) = {1 } y fi  (K) = 
Definamos ahora las funciones yi  
=f . A 2 -i  con lo cual tendremos: i  
Vxex : 	 y como > 2-i  es Una serie numé- 
i 1 
rica, positiva y convergente entonces por el M-test de 
WaierstrassZ g. (x) converge uniformemente a una función 
i 	1  
contínua g. 
Probaremos ahora que g-1 (0) = K, En efecto, si x e K 
entonces para todo i1gi  (x) = O pues fi  (x) = O por lo 
cual g (x) = O y por ello K está contenido en g-1  ((0j). 
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-1 Por otro lado tomemos x en g 	(t0}) entonces g (x) = O 
de donde gi  (x) = O Vi;11 Y así fi (x) = 	vi  > 1, y por 
ello x,eK, esta última afirmación queda confirmada por el 
siguiente hecho: 
X = K U Kc = K U ( )=Ku(U K-.) 
i 1 1 	i 1 1  
siendotodoslosK1  .disjuntos con K y como además las f. i 
tomanelvalorlsobrecada Kl  .ycero sobre K, entonces si 
g (x) = O, Je e K. 
Por lo tanto queda probado que todo subconjunto compacto 
y Gs en X es el cero de una función contínua, esto es 
Co c Ba y por ello So 11 B . o 	 o' 
Definición 2.6: Sea (X,Z) un espacio topológico y A 
una parte de X. A es un conjunto F 
si y sólo si existe una sucesión de cerrados en X cuya unión 
es igual con A. 
Proposición 2.5: Sea A un subconjunto de X abierto, 
a"-acotado y Fo.. entonces A pertenece 
a So . 
Demostración: Como A es 0--acotado, existe 
(Kril 	K A 	Kn  
n 1 - n`?.. 1 
Siendo A un F 	]{Fin} 	Cot : A = 	F ml 	 ml 
así pues A = 	n Fm Y.  n ' m  Cm,n = Kn  n F . m 
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Como A =(Cn,m)  entonces Cn,mg A y siendo Cn,m n,m;11 
compactos para todo m y n existen compactos Gs Dn,m tales 
que Cn,m g- Dn,m y Dn,m P- A, es decir existe un conjunto de 
Baire Dn,m que verifica la propiedad Cn,m Dn m 
Dn,m A. Ya que la familia kCn,m } 	cubre a A, tam- n,m21 
bién la familia (Dn,m 	es tal que L) D 	= A y n,m>1 	 n,m)1 n'm 
asi A es un conjunto de Baire. 
Proposición 2.6: Sea (X,/5) espacio topológico local-
mente compacto, T2  y 0--acotado enton-
ces si f ea contínua en X, . f es Baire medible y en consecuen- 
a cia So = Bo. 
Demostración: Sea f contínua de X en R, sea c e R 
consideramos el conjunto A dado por: 
A =ix€X : f (x)> C)= Li f-1( CC + I n' nl 
Tenemos lo siguiente: A es abierto, Ftr, y además 
-acotaao pues el espacio ,X lo es; por el teorema anterior 
A es un conjunto de Baire y así concluimos que f es 
So - medible. 
Corolario 2.1: Si (X,t5) es compacto entonces So = B. o 
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Hemos introducido el concepto de conjuntos 
de Baire como los elementos del 
generado por los, compactos Gs del espacio topológico X, pero 
parece concebible que existan conjuntos compactos en la clase 
-de Baire que no sean GE . Probaremos a continuación que esto 
no es posible, sor lo tanto: 
Proposición 2.7: Todo Compacto de Baire es un Gr .l  
Demostración:- Sea C un compacto de Baire. Existe una 
sucesión de compactos Gs, digamos 
{Cr 1} 	, tal que C pertenece al o- -anillo generado por dicha 
n1 
sucesión. Como todo compacto es el núcleo de una aplicación 
continua, ver proposición 2.4, entonces para todo 2.111, exis- 
te una función fn eq(X) : /91/x e X, 0 lífn(x) 	1 y tal que 
Ç1 (o) = cn• A partir de esto último 'construimos una 
pseudo-métrica en X tomo sigue: 
Si x e y son puntos arbitrarios de X definimos: 
Observaciónl 
1 I fn (x) - fn (y) I. Entonces es evidente 2n  
que: 
i) a(x,;  x) =O 	VxeX 
ii) , y) = d(y, x) V x, y e X 
iii) O 	(‘x, y) ‘, d(x, z) + d(z, y), Vx, y, z EX 
Definimos ahora una relación de equivalencia en X por: 
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x 	y si y sólo si d (x, y) = O. 
Sea Z el conjunto cociente asi construido y T la suryec-
ción canónica de X sobre Z, por lo cual T(x) denotará la 
única clase en Z que contiene a x. 
Ahora bien si T(x1) = T(171) y T(x2 ) = T(y2 ) 
entonces: 
d(xl, x2 ) .<,. d(xl, yl) + d(yl, y2 ) + d(y2 , x2 ) 
= d(yl, y2 ) 	 * 
Por la simetría de la aplicación d resulta también que 
d(yl, y2 ) <;d(xl, n2 ) por lo cual a nos dice que si 
, X2 E Y2 entonces d(xl, x2 ) = d(yl, y2 ). Por lo 
T(x1) y E2 = T(x) no habrá ambigüedad al 
2 
definir f ( ¿i,C 2 ) = d(xl, x2 ) con lo cual obtenemos una 
métrica en Z. 
Además si re ER+ y E =1E1y( e , e., 0) < r} 
entonces si Edo = T(x), T-1(E) = {xeX : d(xo , x) < r } 
lo que significa que T es contínua. 
Probaremos ahora que si un conjunto de X es la imagen 
, inversa por T de algun conjunto de Z debe contener a todos 
los elementos relacionados, más precisamente: 
Si A g- X, A = T-1(B) con Bg- Z entonces 
xeA,I,Ex 1--->yeA. En efecto: xeAimplica que 
T(x) e B, pero y E x implica que T(x) = T(y) luego T(y) e B 
-1 esto es y e T (B) o sea y pertenece a A. Más aún los con- 
juntos Cn = f-1( {ó} ) tienen dicha propiedad, es decir: n 
anterior si e1 = 
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si x1 e Cn' x2 E 1 entonces x2 	Cn. En efecto: 
d(x 	x2 ) = O implica que fn (x1) = fn (x2 ) = O de donde 
x2 pertenece a Cn. 
	(«) 
Además la familia de las imagenes inversas bajo T de 
conjuntos de Z es un 0-'-anillo en X pues si; 
= (T-1  (B) / B g Z 	entonces: 
1) 	Si. 	 es una colección numerable de partes 
n 1 
de Z entonces 
n1 T
-1(Bn) = T-1( n 	Bn) 
-1 ii) 	T-1(B1  )\ T (B2 ) = T
-1(B1\ B2 ) 	, V B , B2 cP(Z) 
Como además C pertenece al Cr-anillo generado por los 
compactos Cn, se sigue entonces que existe r un sub-conjunto 
de Z tal que T-1(1-1) = C de acuerdo con (C(). Asi que 
, -1 pri%% T IT 	= rn = T (C) es un compacto en Z pues C es com- 
pacto y T es contínua. r es además cerrado pues en todo es-
pacio métrico los compactos son cerrados, pero más que eso 
es un conjunto CT propiedad esta propia de los cerrados en 
espacios métricos, por lo cual existe una sucesión 
{L\n} n)1 dc abierto dé Z tales que = nl n 
Definamos V n l, Un  = T 1 ( n ) •  
entonces C = n Un  - 
n 
En efecto: 
nUn = n -1( Pn )) = T-1 ( n 	= T-1 (r) = C. l 	n >1 	 n?1 - 
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Luego C es un conjunto Gs en X. Concluimos asi pues 
que todo .compacto perteneciente a la clase de Baire es un 
conjunto 	S • 
Definición 2.7: Sea (X,T3) un espacio topológico y9, 
un er-anillo de partes de X. Una me-
dida sobre .9. es una función Ji.. definida de la siguiente 
manera,: 
 
, +00] tal que: 
 
1. ji(0) = o 
2. Si 
t 1 
 n s 1T es una sucesión disjunta de elementos 
de 9... tal que n>,1 An pertenece a 9._ entonces: 
/1( U An) = Z p.(An), es decir ).Á., es conta- 
/ 	n>1 	n1 / 
blemente aditiva. 
Observaciones: 
1. Cuando A,= So y 1.4.(K)<co para todo K pertenecien-
te, a Co se dice que I,..li, es una medida de Baire. 
2. Cuando 91= S y para K e Kx , 11(k)<Z 00 diremos 
que ik. es una medida dé Borel y a los elementos de 
se le llamará conjuntos de Borel. 
3,. A la terna (X,J1,kt) se le llama espacio de medida. 
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2.3 Medidas Regulares  
Trabajaremos .a continuación con un -' -anillo genérico 
g y una medida p. , la cual será una medida de Borel en el 
caso en que .g = S o una medida de Baire en el caso en que 
g = So . 
F= Con L_ indicamos a Co o a Kx. 
Definición 2.8: Un conjunto E en g es exteriormente 
regular con respecto a la medidail si 
se verifica que: 
ji(E) = rnf fil(U) /EQUeg 	 (a) 
Análogamente, ei conjunto E e g es interiormente regular 
si se cumple: 
= Sup 11-4.(c) / C 	E, C €C 
Un conjunto E e 1 es regular si se verifican simultánea-
mente las condiciones (a) y (b). 
Observaciones: En lo que sigue usaremos la notación 
siguiente: 
{(De /0 e S 1. 110 ={(De t / We So } 
Fácilmente se verifica que: 
a) Si E e g- 	174.(E) =co ==.1>E es ext-regular. 
b) Si E = n A , 
n  
An) <°° An€1,k1=1>E es ext- 
(b) 
regular, por proposición 1.4. 
1 
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Dualmente se tienen las propiedades Siguientes: 
a1) Si E 6 § A TL(E) = O ==[>E es interiormente 
regular. 
b1) Si,E = Li (B ) Bn  e Kx =›E es interiormente n1 	n' 
regular por proposición 1.4. 
Proposición 2.8: La clase de todas las uniones disjun-
tas y finitas de diferencias propias 
de-K (resp..de Co ) es un anillo. 
El OT-anillo generado por esta clase coincide con la 
clase de Borel (resp. con la clase de Baire). 
Proposición 2.9: 
a) Si cada conjunto en KX es exteriormente regular 
entonces también es exteriormente regular la dife-
rencia propia de cualquier par de conjuntos de Kx. 
_ 
b) Si todo conjunto acotado en LL es interiormente 
regular, también lo será la diferencia de dos con-
juntos cualquiera en Kx. Donde II. denota LI o 
bien Ulo 
Demostración: Sean C y D dos conjuntos cualesquiera en 
KX tales que D lí C. Siendo C ext-
regular entonces V E> O, existe un conjunto abierto 
U tal que: p.(U) < ji(c) + e, 1  C Qi U. Puesto que C g U 
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entonces C \ D 9; U \ D pero U \ D pertenece a ei y se 
tiene por otro lado que: 
- fk(C \ D) = ilE(U\ D) \ (C\ D)] 
ji (U\ C) 
= 	(u) _ FL(C) 
4 e, 
y asi C\ D es un conjunto exteriormente regular. 
Para la segunda parte del teorema, sea U un conjunto 
acotado en IL tal que C C= U. 
U \ D pertenece a tt y es acotado y por hipótesis es 
interiormente regular, luego para todo e.,> O existe un con-
junto E en la clase de los compactos tal que: E QP.- U \ D 
y 	il(U\D) - e. ‘. ):(-(E). 
Como c\D=cn (D\D) -12CClEyCnEePlx. 
Tendremos lo siguiente: 
Fx(c D) - 	( c n E) = p.C(c D) \ cc n E)] 
= F.C(c D) 	E] 
FL C(U V.-D) \ Ej 
= 	(U\ D) - Fi(E) 
1 
Por lo tanto C \ D es interiormente regular. 
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Proposición 2.10: La unión finita y disjunta de con-
juntos interiormente regulares de 
medida finita es un conjunto interiormente regular. 
Demostración: Si {El, E2 , ..., En ) es una clase 
finita y disjunta de conjuntos interior-
mente regulares, entonces para ¿ > O y para todo i=1,... n 
existe un conjunto Ci perteneciente a E tal que: 
E, 
p(Ei) ‘, 11(Ci) + - 7 C
1  
. C: E. n 	— 1 
n 	 n 
Sea C = UC • . , 1 y E = UE. 1 
Entonces C P- E 
EL(E) 
n 
= il( UEi / i=1 
)= 








 ( .4.(C . 




= E - j-k(Ci) + E, 
i=1' 
= Fk. (C) + E, 
n 
de donde E = U E es un conjunto interiormente regular. 
i=1 
Proposición 2.11: 
a) La unión de una sucesión de conjuntos exteriormente 
regulares es ext-regular. 
b) La unión de una sucesión creciente de conjuntos in-
teriormente regulares es un conjunto interiormente 
regular. 
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Demostración: Sea {E4 } 	una sucesión cualquiera de 
' i)]. 
conjuntos ext-regblares entonces V e,> o 
t ly para todo i = 1, 2, ... existe un conjunto U).  . e 	tal que: 
f -  - 
/
1.1(E. ) <. II- ¡ Ei  Q Ui  
1 	21  
Sea E rx U E. 
i )1 1  
, U = 
Si )..L(E) =00 .==i)- E es ext-regular. 
Supongamos -,p..(E.) < ao entonces V i)1 kl(E1)<00  
y en consecuencia Fk ( u i  ) < co . Así pues: 
il(u) - p(E) = fi 
i )1 
(u. -- El  .)) 1  
(u.\ E.) 1 1 
_ Ft. (Ei)] < E 
Para la parte (b) sea {Ei} .  
1)1 
dé conjuntos interiormente regulares y sea E = U E1, i)1 
entonces: FUE) = hm 1-1- 	. Sea le 01+ tal que 1.1(E)>E... , i-*-00' 
t-regular 
tal que Ci  g._ Ei 	E luego E <p„(ci) ‘. F(E), por lo cual 
- concluimos que E es interiormente regular. 
una sucesión creciente 
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Proposición 2.12: 
a) La intersección de una sucesión de conjuntos int-
regular de medida finita es interior-regular. 
b) La intersección de una sucesión decreciente de con-
juntos ext-regular es un conjunto exterior-regular. 
Demostración: 
a) Sea (E-.) 	una sucesión de conjuntos int-regular 
il 
de Medida finita: Sea E = (-) É.. a 
‘111>C1,Vil'existe"-t-: C. c: Ei  Y 
fitEi) - )1C1) £/21,  sea C =
.
n 1  entonces 
CgE. 
Fk(E) - ji(Z) = j.1(E‘c) 
= ( (fl Ei n ci) 
Ei  n c u cia.) i>i 
U (E.\ C.)) a. 	2. 
_».(c)) 
i 1 
y asi E = n 	. es int-regular. 
i 
b) Si (E.1, 	es upa sucesión decreciente de conjuntos i,;11 
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exterior-regular de medida finita y E = 
entonces fL(E) = hm a(E4 ). Sea c e R+ tal que 
i-a-o0/ 	A' 
F (E)  < c entonces existe una ill tal 
como Ei  es exterior-regular, 
existe U 6 4 tal que Ei  G; U y )i(U)<C.  Así pues 
existe U c[1: Ell U y ji(U) - fL(E) < C y por ello 
E es exterior-regular. 
Proposición 2.13: Las siguientes afirmaciones son equi-
valentes. 
a) Todo conjunto C 6E: es exterior-regular. 
_ 
b) Todo conjunto acotado en 1.1 es interior-regular. 
Demostración: (a =[>. b). 
Sea V 611 un conjunto acotado, es decir 
tal que existe C €E tal que U Q C. 
C \ U es un compacto que pertenece a g. 
Ve,> 0,3 N/€(1 :C\UQV y ji(V) - 1.1 (C \ U) 	E. 
/ 
ComoU.--CN(C \ U)".?..0 \ y y C \ y es compacto 
entonces la relación: 
FL(U) - FL.(C \ V) = ji. [U\ (C \ V)] 
= p. [U  n (cc u y)] 
. Fi_[(un cc) u (u n y)] 
= fi (u n v) 
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plDv\ cc \ u)] 
[(y n ce) u (y n u)] 
- Fk(c - y) 1 
muestra que U e El acotado es interior-regular. 
Probaremos ahora que : (b ==> a) . Esto es, suponemos 
que todo abierto perteneciente a S que sea acotado es inte-
riormente regular y probaremos que todo C e [1. es exterior-
mente regular. 
Sea C eCy e> O. Sea U un acotado en LL tal que C c: U. 
Ahora bien 1.1.\ C es un acotado perteneciente a lt • 
Por la hipótesis (b) existe un D e(= tal que: 
p(u\ c) y 	j.k(U C) -  
Como C = U\ (.1\C) 91 (U\ D) e U, , las relaciones: 
D) \ C] = 11 [(U \ C) \D] = Fl (U \ C) - ji(D) ‘. E, 
muestran que ,C es exterior-regular. 
Proposición 2.14: Cualquiera de las condiciones (a) y 
(b) del Teorema anterior es equiva-
lente a la regularidad de )1 
Demostración: Supongamos que tenemos la condición , (a), 
por ende (b) pues son equivalentes, veri-
ficaremos que p. es regular, seguiremos los siguientes pasos: 
i) Si E 	g 	es acotado entonces 0 y 0 es regular. 
ii) ‘1,/ 5 e g, S es la unión de una familia creciente de 
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acotados contenidos en g. En efecto: 
(i) Sea E0 6 §, E0 acotado. Existe CoeE tal que 
E0 C.;..Co, Denotemos por Dif al conjunto siguiente: 
Dif = {E/E és unión finita de diferencias propias disjuntas 
de elementos de}. 
Sabemos que g = os-anillo (E) = Cr-anillo (Din. 
Ahora bien E0  6(g A C0) = Cm-anillo (Dif)ACo que de- 
notaremos por 40-'-anillo (Dif A Co ) donde 
0- -anillo (Dif)A Co = { A (1 Co / A e cra-anillo (Din) 
Dif AC0 es un anillo, y además si H pertenece a 
Dif AC0, H = 	(A.\ B.) (1 Co ] que equivale a i=1  
U DA1  ñ co ) 	Bij donde A1, . B. C tales que i=1 
{A. \ ,Bil es dinjunta y Co e E . 
Lashipótesisimplicanquelki\B.es regular así como 
también {(A.n 0  )\, B1.} 	es una sucesión finita de con- i i nn 
juntos regulares, luego su unión es regular, luego H es 
regular. 
Por otro lado la familia de los compactos es exterior-
mente regular así como la familia de los compactos es inte-
riormente regular y constituyen clases monótonas; es decir, 
son familias estables por uniones crecientes y respectiva-
mente intersecciones decrecientes. 
Consideramos ahora la clase monótona generada por 
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Dif A COY  esta clase coincide con el 0'-anillo generado por 
Dif A C0'  ya que Dif A C0  es un anillo. 
Por las proposiciones 2.8 y 2.9 los elementos del 
O'-anillo (Dif A Co ) son todos regulares; en particular E0  
es regular. 
Consideramos ahora la familia B siguiente: 
B = 	U An / An acotado perteneciente a { N j n )1 
B es un o--anillo (estable por uniones numerables y por 
diferencias, con la propiedad de que EQB y por ello 
-- S = 0--anillo (E:)IP: B y asi todo elemento de S es la unión 
de una familia numerable de acotados crecientes de g. 
_ 
Probemos ahora que jk es regular. 
Sea E e N entonces E = L..) A
n 
 con An acotado de n>1  
g y A 	An+1* Por (i) An es regular para todo 1. 1. n 
La proposición 2.13 implica que E es regular o sea 
es regular. 
Proposición 2.15: "Toda medida de Baire es regular". 
Demostración: Bastará con probar que los compactos son 
interiormente regulares respecto a ti,, . 
Sea C un compacto en X, jA. una medida de Baire sobre X. 
Existe f e q(x) tal que C = f-1  ({ 0 }). Además existe un 
abierto acotado U1 en X que contiene a C. Consideremos el 
cerrado X\ U1, por el lema de Urysohn existe g eI(X) tal 
que0‘g(x) ‘ 1 VxeXyademás 
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g (X \ Ui) = (1}, g (C) = {0}. 
Sea h = f y g, h E 1(X) y C = h-1" ( 10 1 ) 
Sean U2  ={x e X : h (x) < 1/2 } 
Un 	{xEX:h (x) <1/n ) 
entonces C = n Un. n>1 
Por lo tanto todo compacto se puede escribir como inter-
sección de abiertos de medida finita, ya que todos los 
Un Q U1 y U1 es acotado y por ello de medida finita. 
Asi pues, )1(C) = hm 1./(Un ), pero en general 
n-•-c:o 	- 
)1(C) ‘. Inf { ¡Á(%) : C_Q U0 e u} 
‘Inf {p(Un) : n e N 1= )1(C) 
pues los compactos son interiormente regulares; por el teore-
ma anterior ft_ es regular. 
Proposición 2.16: Sea p. una medida de Baire en X, 
entonces: 
i) ‘17' C E ISc : 11.11 (C) = Inf {fil(U0 ) : C P_ U0 Et_to } 
ji) V U e 11, U acotado : 
)A, (u) = sup { 1./(C0) :UDC0  eS O } 
Demostración: Verificamos la proposición (i). 
Se sabe que: 
* yl- 	(C) = Inf f I...t(E) : C g. E e So } 
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Tomemos E,> 0, existe_ E0 e So tal que C Q E0  Y 
1,1(E0 ) - )1111(C)1. £/2. Siendo E0  e So , E0 es regular respec- 
to a la medida?. , pues 7. es medida de Baire. Asi piles 
existe U0 e Ito tal que E0 g Lro y se cumple que: 
)1(U0) - ii(E0) ,5 El2. 
Como C g- E0  g- U0  entonces Cg-U0  y además_: 
illuo) - p-11(c) = )„,Guo) - r„(E0) + ft.(E0 ) - 1.1. 11 (C) 1 €•, 
con lo cual queda probada la proposición (t). 
Veamos ahora la segunda afirmación de la proposición. 
Sea U € (-1, acotado. Existe un compacto C en X que con-
tiene a U, y como C \ U es un compacto, por lo probado en 
(i) para todo número _real positivo 1 , existe V en Lt tal O 
que C \ U g- V y )..1(V) -  
Por otro lado existe K un compacto Gs en X tal que 
C \ V g- K = U, pues C \ V es un compacto contenido en U, 
además s fr13/E (U) - p. 311 (C \ V ) ‘.. E. y /.&.(U) - ii- 11(K )• .5 6 luego 
kialE (U) = Sup {J.(K) : K e Co , K g- U}. 
Proposición 2.17: Sea p. una medida de Borel y y su 
restricción a SO'  entonces cualquie-
ra de las siguientes condiciones implica la regularidad 
de y. . 
(a) p. (C) = 94 (c), V c € K  x . 
(b) p. (U) = 911 (U), V U e 4 , U acotado. 
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Además si dos medidas regulares de Borel coinciden sobre 
S entonces ellas son iguales, 0 
Demostración: Probaremos que todo compacto es exterior-
mente regular y por ende tL resulta ser 
regular. 
Sea C e Kx y asumamos que p(C) =))* (c). V &> o, 
existe uo e It o tal que 	(U0 ) -N) *  (C)<: e, donde c Çuo. 
Como U0  e 1.10 9:1 11 entonces: 1.1.(U0 ) - /..&(C) < e con 
C g.. UO'  por lo cual C es exteriormente regular. 
Por otro lado si U es un abierto y acotado de LI.. y 
admitimos que i.&(U) =V *  (Ti), entonces: V e.> O, existe 
C e CO'  CU y 9 11 (u) -/I-(C)<&. Asi pues 
- 	(C)<¿ pues C e 	C, por lo tanto todo abierto 
y acotado U es interiormente regular y esto significa que 
es regular. 
Recíprocamente, supongamos que j.k, es regular y sea 
C e Kx y C> O, como Ji es regular entonces C es exteriormente 
regular, de donde existeUe 4 acotado tal que: CQUy 
- p.(c)<e. Ahora bien C U implica que existe 
U0 e Llo tal que c C  1.10 Q U con la condición 'Á(%) - J.k.(C) <e 
por lo cual: 
(C) = Inf {I.UU0  • ) 	C 	U0 u0IP: 	e 	Inf 1)14U0 ) • : C c: U f 0 
Ahora bien si U es un abierto acotado, siendo/Á.. regular 
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Ti es interiormente regular, luego para todo e.> O existe 
C e ISc tal que CQUy ).L(U) - 1.1(C) < €,. Pero C Ç U implica 
que existe un compacto G6 C07 ta1 que: C Co.Q U y 
il(U) - p.(C0 )< e„ de donde se concluye que 
(11-)= Sup 	).1(C0 ) : Co 
= Sup 9(c0) : c c Ti } O — 
= Y* (u) 
Finalmente, si /111 y )..12 son dos medidas regulares de 
Borel en X tales que iii/So = = 2/SO tendremos lo 
siguiente: Para todo compacto C : »i(C) = 911 (C) = )12 (C)  
y también, para todo abierto y acotado U: 
it11 (U) "II (U) = 112 (U)• Luego si E pertenece a S 
se cumplirá que: 
	
(E) = Sup 	(C) :CQEyC compacto } 
= Sup 	(c) : C g_ E y C compacto } 
= kt 2 (E). 
Proposición 2.18: Sea Ik una medida de Borel en X y 
sea kko = PL/S o . Son equivalentes 
los enunciados siguientes: 
( ) Para todo compacto C 	C o 
(p) vueli, U acotado, ue AY *  o 
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(t) ds es, se .1\14.3k 
Demostración: 
1) ( c< ==i>le ). Como S = cr (Kx ) y siendo ALA- * / O 
una 'Cr-álgebra entonces KX g- S  e 
2) ( p 
	 Sea C eKX yE e S. 
Como ro IE ( C ) 	Inf 111 (U) : C g- ri e U.o } entonces FO 
para todo 6> 0, existe uo e Lt o acotado tal que: 
C g_ U0 y p(U0) - p.: (C) ( 1:, 
Como U0  es medible por hipótesis, entonces: 
r * (E n U0) + 	n uc )  0 ) Pb 	O 
> lub * (Er) c) + 'lb *( E n ul) 
luego ro s(E) + E 11 so (E n C) + ?-0 1(E n uco ) + 
frio ii(E n (-u0 \ c)) 
ya que E > JÁ• io ( u0 \ C) >- n 1E (E ( (Oo \ C)) 
Asi pues: 
rb * (E) + E > j)0 *(E n c) + rá [E n {uco u (uo n Cc)}]  
(E ( c) + M0 *(E n cc ) 
fto *(E) ? Po SE (En C) + j-L0 * (E ( cc ) lo cual significa 
que cualquier C € Kx pertenece a Alo
il
- 
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2.4 Cohtents  
El propósito de esta sección es probar cómo a. partir 
de funciones más primitivas Se pueden obtener medidas de 
Eorel regulares. 
Definición 2.9: Definimos un content como una función 
de conjuntos definida sobre la clase 
Kx de todos los compactos de X, la cual es: 
a) no -negativa y finita 
b) monótona 
aditiva 
d) sub-aditiva: esto es 	: Kx 
 
R+ será content 
 
si: 
a) V C 	Kx : O 	7k(C) < co 
b) Si C c= C2  entonces 7(c1)) 	7(C2 ), CC2 e K X 1 —  
c) Si C 	C2 	Kx : C1  C) C 2 = 0 entonces: 
'Á (C1  l) C2 ) = "X(ci  ) + 	( c2 ) 
d) Si C1,  C CK 	Mc U c < 	+ 7(C2)1, 2 	X' 1 	2 	1 
Obsérvese que: 	(0) = ?(Ø U, O) 	A ( 0 )  
entonces ;00) = 0, lo cual significa que todo content se 
anula en Ø. 
El lineamiento general de nuestro objetivo será el 
siguiente: 
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En términos de un content X dado definiremos una fun-
ción dé conjuntos W ir sobre la clase de los borelianos abier- 
tos y luego en términos de 	definiremos una medida exte- 
rior 1,111 sobre la clase de los conjuntos 0- -acotados. Des-
pués - de esto, usando los conocimientos previamente estable- 
cidos sobre la 	- mesurabilidad obtendremos de la medida 
exterior al una medida p. la cual resultará ser una medida 
regular de Borel. 
Definición 2.10: El inner-content W inducido por un 
content X es la función de conjuntos 
definida para uell por: 
(U) = Sup 
Proposición 2.19:. El inner-content 	inducido por 
un content X tiene las siguientes 
propiedades: 
1. A. (0) = o 
2'. Si Ul, U2 e tJ. y u1 u2 : ;11. (ul) 	;k v (u2 ) 
3. Si {Un) 	U disjunta: X1E ( U Un) = 	(Un) n 1 	 n 1 
4. Si lun} 	 ( U Un) 	'XI" (Un) r11. 	 n31 
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Demostración: 
1. Es obvio que XiE (0) = O 
_2. Sea U1' U2  Gil : u1 	u2 , 1—  C es un compacto conte- 
nido en U1, C = U2 y como 	(C) ‘ )kiE (U2 ), se 
sigue que: 71/431E (U1) = Sup {X(C) : C Q U1} 
3. Si U1' U2 son borelianos abiertos y C es un compacto 
contenido en U1  U U2 entonces por la proposición 
2.1 existen compactos E1  Q U2 ; E2 .._ U2 tales q 'e: 
C = El  U E2 . 
Como 21 /4(c ) ‘ 	( Ei. ) + )1/4 (E2 )‘ XilUi) + 7QU2 ) 
se sigue que: 
(u1  U U2 ) = SUp { Pk(C)} (U1) + 1 -. a  (U2 ) 
por lo cual 9,a es sub-aditiva, por inducción matemá-
tica se prueba que 'X iE es finitivamente sub-aditiva. 
Si jUiLl  es una sucesión de conjuntos en a y C 
es un compacto tal c g. U U. entonces por la compacidad de 1, i>. -1. 
n 
C existe un entero positivo n tal que c P_. U U1' . se sigue 
i- I 
entonces que: 
n 	n 	 - co 
.X(C) ‘ 71 /4*( U U.) < Z 'X (U.) 1 Z'XiE 	1 (U.) y por i=1. 1 	i=i JE 1 igal 
cuanto 
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oo 
U.1) = Sup (X(C)} < Z ¼ (u.1). i=1 *  
Se sigue que 9L., es contablemente sub-aditiva. 
Supongamos ahora que U y V son dos abiertos disjuntos 
_ 
de 11 y sean C y D dos compactos tales que C c.: U y D c= V, 
como C y D son disjuntos y además C L) D q; U L) V se tiene 
que: 
A(c) + 21 /4 (D) = N (c u D)..... ha (u u V) y en consecuencia: 
9k ilE (U) + -XII (V) = Sup {X(C)} + Sup (X(D)} < 71/431E (U U V). 
La sub-aditividad de Xa implicará ahora la aditividad 
y asi por inducción matemática, se prueba que Na es finita-
mente aditiva. 
Si /Ui'l . 	es 
) 1) 1 
una sucesión dis junta de -11 entonces 
n n 
,1/4a ( U Ui)ir ( U Ui) = Z XIE 1 (U. ) y como esto es 
válido para cualquier n entonces: 
a ( U U.) 	Z 'X 	
1 
(U.). 
il. 1 	il.• *  
Como ya se probó que 9\ 31 es contablemente sub-aditiva 
entonces se concluye que 'X ( U u.) = Z ), 
U () ui  = 0, i 	j. j 
(U.i) '  donde 
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Definición 2.11: Sea 91/4 un content y A s el inner-
content inducido por 2k • 
Se puede definir una función de conjuntos jka sobre el 
'Cr-anillo de todos los conjuntos 0- -acotados por: 
)25 (E) = Inf {9h,a _(u) / E 9; U 	Esta función es 
llamada la-medida exterior inducida por el content X. El 
,dominio de definición de las medidas exteriores es todo parte 
de X, pero en el siguiente teorema esta terminología es justi-
ficada, puesto que )1* satisface todas las propiedades de una 
medida exterior. 
Proposición 2.20: p. * es una medida exterior. 
Demostración: 
1. J.L 4' (0) = O, en efecto 0 g_ 0 6(1 y ,k m () = O 
de allí que: 
= Inf VII (U) /f/lQ ueal .0 
2. Sean E y F dos conjuntos Cr-acotados tales que 
E 	F. Si U c U_ es tal que F 	U entonces 
Ec= FI.; U y como )111  (E) ‘. 9 1,, (u) se sigue que 
J . 
(E) 	Inf 121/4a -(v)} = 	(F). 
3. Si {E.) 	es' une sucesión de conjuntos c--aco-i i;11 
tados. 
si 13i /tk*  (E.) = CO es inmediato que 
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1.1.1E (UEi)1Z).1.31 (E.). 
i>1 	i>.1 	1 
<Si Vi, p.II 	i (E. ) 00 entonces 
V e.-> o, 3 ui  e Q : E . = U1  .	Y 1  
2i  (Ui) - jtÁ)lE (E1) < 1/2i  , de donde se sigue que: 
jis( U E.) \ ( U E1. ) <E ..›k (U. )  i. - ]. 1 	 3IE 1 	 / 	1 1 ?, 1 	1 >. 1  
Por lo cual: 
pLi (Ej. ). i.]. 	1 	i.]. 
Observación: Sea (c,r ) espacio topológico, S un 
0--anillo de partes de X y ft_ una medida 
sobre S entonces: 
Si Fkil - 200—›- C O , 00 ] 1 	• por Mil(A) dada =Inf{ ?, 
Z 1.1.(A )} 
n 	1 ) 	n  
Si A Q U  A donde An €-S. n,1 n  
Ahora, p.* (A) = co si no existen tales cubrimientos. 
W :P(X`) --1- [O, cm] dado por 
W(A) = Inf {p(B) : Á P_ B e S } , si no existen tales 
super conjuntos entonces W(A) = co . 
Se puede verificar fácilmente que l,,LIE = W. 
Sea N un content en X. Definamos p- II :P(X)---»- [O, op.] 
por.).1.1E (E) = Inf 1.X31 (U) : E Q .0 e t.k. } , CO en otro caso. 
p- * ( U E.) < Z 
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Entonces p.. » es la llamada medida exterior generada por el 
content N . Probaremos que en efecto p-» es una medida ex-
terior. 
i) 11. 31 (0) = O pues O Q. 	el& y 3k ir (0) = o 
ii) Sean E, F e p (X) tales que E c F. 
Si 	II111 (F ) = CO entonces es inmediato que 1.21E (E) ‘).1..31E (F). 
Supongamos que 	p..3IE (F ) <00  y sea U sik 	tal que F 	U entonces 
E c U, por lo cual (E) »(u) y de esto se deduce que: 
(E)1 	Inf- t 3e (U) : U} =  
iii) Sea lAn1 	p (X) tal que V n 1 y*(An) < co 
y sea E> O. 
Entonces V n.l, existe Un € LIL tal que An 	Un y 




Como U A Q U Un e U. ' iks ( U An) ‘. 9t( U Un) n ) 1 n 	n>, 1 	• 	n '1.1 	 n .) 1 
pero 9141(U Un ) 	E 	(Un) 1 Z .L(A) + E, por lo 
- n?..1 - 	n?...1 	4 - 	n?..1 / 
cual j..ts es sub-aditiva. 
Proposición 2.21: Si "k es un inner-content y p.*  es 31E 
la medida exterior inducida por el 
content 91/4 , entonces 	= 	31(U) para todo U e ti y 
además: 1,(31 (C°) 	91/4 (C) 1 1,LIE (C)., V C e Kx (donde C° denota 
el interior topológico de C). 
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Demostración: Si U e UL, entonces la relación 
U GiU CLL implica que 1111 (U) <:91,(U). 
Si V 6 It y u 51V entonces .1k(▪ u) 4 A ▪ (V) y así: 
Xia (U) < Inf 	(V) /UQN.7e 	que es igual a 1.0E (U), 
por lo tanto: 
VU lk : 1.01(U) =  
Si C e Kx y U e Ct y C 	U, entonces 2k(c) 	ir (u) 
por definición y por lo tanto: 
A(c) 	Inf {As (u)} = /LIE (c). 
Ahora si C e Kx y D e Kx : D=.0 92 C entonces 
‘ 1X(C) por la monotonía de X. Luego Fis(C°) =Xia (C°)  
lE (Co ) = Sup {3k ( D ) / D 	C°} 
Concluimos asi que: tki(C°).‘X(C)‘r(C). 
Proposición 2.22: Si 11,111 es la medida exterior inducida 
por un content 	, entonces un conjun- 
to 0- -acotado E es 	- mesurable si y solamente si: 
V U e (.1 : 	p,IE ( U n E) + 	* (u n Ec) 
Demostración: Si E es un conjunto Ji-.  - medible enton-
ces la tesis es inmediata. 
Supongamos que: V U c 	: 1111(U) >11.11. (U ( E) +1.2E (U n Ec ) 
y verifiquemos que E es /Ás - medible. 
Sea A ESD(X), probaremos que: 
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tts(A)>. jks (A n E) + pLs(A n Ec) 
Si p..ar (A) = OD se cumple la desigualdad trivialmente. 
Supongamos que JOIE (A)< °D . 
Sea U € Lt. tal que Al= U, entonces de las relaciones: 
X * (d) 	 ttscu ( E) + 	n Ec) 
1-1*(A n E) + 1-1- 31E (A n Ec) 
se deduce que: 11.3IE  (A) = Inf , ? 1(U) : A g U € 
	
} 
n E) + /.4.31(A ( Ec). 
Luego E es jis - medible. 
Proposición 2.23: Si p. es la medida exterior inducida 
por un content X, entonces la fun-
ción de conjuntos la definida para todo Boreliano E por 
= 	*(E) es una medida regular de Borel, llamada la me- 
dida de Borel inducida por ik . 
Demostración,: Probaremos primeramente que cada conjun-
to compacto (y por lo tanto cada Borelia-
no) es P- * 
 -"medible, de lo cual se desprenderá inmediatamente 
que ).L es una medida sobre la clase de los.Borelianos. 
Por la proposición 2.22, será suficiente con probar que: 
p.*(u) 	(u n c ) + 1.1.*(un cc) , V u e  
Sea D un subconjunto compacto de U n Cc y sea E un 
subconjunto compacto de U n Dc , observemos que estos conjun- 
c tos U n C y U n DC pertenecen a(1. 
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ComoD nE=OyD LJEQUse sigue que: 
= 'JKIE (U)1.).(D U E) = 'X(D) + 21/4 (E) más aún: 
91/4 (D) + Sup {9k(E)} = X(D) + X m(U r) 
= ;1\(D) + 1.11/(U - r") Dc ) 
2k(D) + iiiii(U n c) 
De esto último se deduce que: 
tol( n C) + Sup  
fIll(U n C) + m(u n cc ) 
.... P`'s (u n c) + f.xm(u n Cc ), por lo tanto, 
Ces y.a - medible y asi Kx QSc A_ÁI * por lo cual: 
es una medida. 
Para probar que 11(C) GOID V C, observemos que existe 
un compacto Fo tal que CW.Fo (por proposición 2.2). 
Por lo cual JA(C) = p.*(C) <11.11(F0).1 1(Fil) <HOD 
Luego p. es. una medida de Borel. 
Ahora la regularidad de tx se obtiene de las relaciones: 
tk(C) = 11*(C) = Inf { 21m(U) /C P- U e Lt } 
= Inf{frL IE(U)/CQUeU} 
= Inf { p.- (U) / CP- U e It 1 
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2.5 Contents Regulares  
Definición 2.12: Un content 7 es regular si para todo 
compacto C. 
2l(C) = Inf 	\(D) : C c: 	D e Kx 
Proposición 2.24: Si 	es la medida de Borel inducida 
por un content regular X, entonces 
1U-(C) = 9\(C) para todo compacto C. 
Demostración: Si c e Kx , 3&>o, 3D e Kx : C 	D0  
y ›t(D) - 2(C) < 	por la regularidad 
de . 
Se sigue_de la proposición 2.21 que: 
9tec) 411, (c) 	 p. (D°) 4 21/4 (D) < & + X(c) y aái: 
= fÁ(C) V C e K. 
Proposición 2.25: Si )1. es una medida regular de Borel 
y si para todo compacto C definimos 
91/4 (C) = kL(C); entonces 	es un content regular y la medida 
inducida por X Coincide con II 
Demostración: Es claro que 9 es un content. 
Siendo )1 regular, V C e Kx, Ve.> 0, 
existe u €U  tal que C C: U y J.&(U) - )4(C) <C 
Sea D e Kx : C=D
o = D 91 U entonces: 
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= /.1.(D) < p.(u) < Ji(c) + e = A (c) + €:, 
por lo tanto: 	)1/4 (D) - X(C) 1 e y así: 
91(C) = Inf { 9k(D) : C 9; D° 97. D 9; U } lo que prueba la 
regularidad de 91/4 . 
n Si ti. es la medida de Borel inducida por 	entonces 
11 (C ) = X (C) -- p.-(C) V C 6 Kx. 
... 	11 =j),. , por proposición 2.17. 
Proposición 2.26: Si kto es una medida de Baire y si 
para todo compacto C definimos: 
)1(C) = Inf { 110 (Uo ) / C 9; uo c 110} 
Entonces ,1/4 es un content regular. 
Demostración: Es fácil verificar que 	es no nega- 
tivo, finito y monótona. 
Sean C y D conjuntos compactos y U0 y Vo abiertos de 
So , tales que: C g; uo , D g.; Vo , entonces: 
C U D Q(Uo U Vo ) e llo y así: 
',k(c l) D) ‘, kko (uo u yo) < tk0 (u0) +  
Luego 21/4 (C U D) ‘Inf {,,10 (U0)} + Inf {110 (V0)} 
= 	(e) + 2(D. 
Asi pues 91/4- es sub-aditiva. 
Supongamos ahora que C'y D son compactos disjuntos en- 
tonces existen conjuntos disjuntos U0 e Uo, yo e It o, 
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tales que: C g; Uo , D 	yo. 
Si c L) D C; W e It 	entonces : O 	O 
	
(c) + w(D)4 s (u° n .wo ) 	)10 (vo n wo) po 
asi pues 
91 /4 (C) 	M,D) 	Inf {IÁ0 (W0 )1 = 9k(C U D) y como se probó 
la sub-aditividad, entonces se tiene que 9k es finitamente 
aditiva. 
Para probar la regularidad de A , sea 
C eKX y ed>0, de la definición de 91, existe U0  e Lk O  • ' 
C 	U0 y IMU0 ) 	(C) < e 
Si D es un compacto tal que C 	D° 	D qi U0  entonces 
"X(D) 	110(u0)‘. A(c) + E. 
.*. 7s(c) = Inf p(D) : C 9; D° 1.; D, D e 
	
j esto'es A 
es regular. 
2.6 Generación de Medidas de Borel. 
Proposición 2.27: Si /10  es una medida de Baire, exis-
te una única medida regular de Borel 
tal que: IV So = j-ko• 
Demostración: Sea 2k (C) = Inf {p.o (U0) : C 	U0 e tio } 
entonces A es un content regular. 
Sea 11 la medida regular de Borel inducida por k. 
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Entonces )L(C) = 91(C) V C e Kx, por la proposición 2.24. 
Como Lt es regular por ser Baire, entonces j - o 
(C) = (C) y por ello 11(C) = /10 (C) lo que prueba la 
existencia- de 
La unicidad de?. es consecuencia de la proposición 2.17. 
Proposición 2.28: Sean (X,e1) y (Y,e2 ) espacios topo-
logiCos, T un homeomorfismo de X en Y, 
/A una medida regular de Borel en X. Entonces: 
1. Si A es un boreliano de Y entonces T-1  (A) es un bore-
liaho de X. 
2. Si definimos p(A) = /.1.(T-1(A)) entonces TI es una 
medida regular de Borel en Y. 
Demostración: Indicaremos S y S las clases de Borel X 	Y 
en X e Y respectivamente. Probaremos en 
primer lugar que: T-1(S ) = SX. Y 
Como T es un homeomorfismo las inclusiones 
Kx 1; T 1(S) y Ky W T(Sx ) nos proporciona que: 
-1 Sx 	T- (S,J y también S cr. T(S ). Luego efectivamente Y — 	X 
1 T- (S ) = SX. Y 
-1 Veamos ahora que T. (Sy) es un 0--anillo. 
a. Evidentemente 0 pertenece a T-1(S ) Y 
b. Si B1, D2 pertenecen a T 1.(Sy ) entonces T(131) y 
T(B2 ) Pertenecen a S Y.  Siendo T un homeomorfismo 
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T(B1  )U T(B2 ) = T(B1  U B 	 Y 2 ) y como S es 0- -anillo 
T(B1  (_.) B2 ) pertenece a S es decir Bl U B2 e T
-1(S ). . 	 Y 	 Y 
Similarmente se prueba que T-1(Sy) es estable por 
diferencias y por uniones contables. 
Consideremos ahora, p.: S. "'''''''', [0,co] 	dada por: 
n VA e S : fl(A) = tL(T-1(A)). Probaremos que bk es una 
	
Y 	 / 
medida regular. En efecto 
11(0) = 11(T-1(0)) = y.(0) = O 
Si {n  A1 	es una sucesión disjunta de elementos de S Y Jnehl 
tal que su unión es un elemento de S '  tendremos que: Y 
1-) A) = 	I n 	pl. (T( Lj An 
 )) por definición de 
n:al. 1 n 1  
= pl.( L..) (T-1- (An))) por propiedad de T-1  / 	:1;11 




(An) Por la definición dell 
,‘ Luego 
)1. 
 es una medida en Y. Probaremos a continuación 
n que p. es regular, es decir que: 
a) J.L(A) = Sup Ijk(C) /ACeKy } VAe Sy 
b) 1 . (A) = inf { J.( ( 0) / A CD e t2 n Sy },VA e S Y 
Sea A e S entonces T-1  (A) e 'SX y como Y tA- 
es una medida 
regular en X tendremos que: 
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Sup {11(K) / T-1(A) 	K e Kx } o sea 
= Sup í 11(T-1(C)) / A 	c e Ky 
-, pues para todo X e Kx : K = T 1  ,1C) con C e «y por ser T un 
homeomorfismo. 
De modo similar se prueba (b) lo que es consecuencia de 
la regularidad de 	y de que T es un homeomorfismo de X a Y. 
Proposición 2.29: 	Sean (X,151), (Y,Z5 2 ) espacios topo- 
lógicos y T un homeomorfismo de 
X en Y. Consideremos además 3 un content én X. 
Si definimos 5K : Ky 	 [0,00C por: 
t/C el< : '31/4 (C) = A (T71(c)) entonces 3, es un content en Y Y 
llamado el content inducido por )1/4 y por T. 
Además si kis es la medida exterior en X asociada a X 
y definimos W :2(Y) 	[0, co] por 
/9/ A eí) (Y) : W (A) = 	(T-1(A)) entonces W es una medida 
exterior y si V* es la medida exterior inducida por 51/4 enton-
ces V* = W. 
-1, Demostración: Sea C e Ky entonces T kC) es un compac- 
to en X y como '1/4 es un content en X se 
tiene que: 
5(C) = ?1/4 (T-1(C))< °3 	y 	7. (C)). O. 
Tomemos C1 y C2 dos compactos disjuntos de Y entonces 
también son disjuntos los compactos T-1(C1) y T-1(C2 ) por 
lo cual 
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3(C1  U C2 ) 	2. (T-1(C1U C2)) = 	('11-1(C1) U T-1(C2 )) 
y como N es aditiva entonces: 
1 
Pk(T-1(C1)U T
-1  (c2)) = MT
-1(c1)) + N(T- (c2 )) 
= 	(C1) +  
es decir 13. es aditiva. 
Por otro lado si C1  y C2 son compactos en Y tales que 
C1 p C2 entonces: T
-1(C1  ) g. T-1(C2 ) de donde 
(Ci. ) = )k (T-1( 	))1X(T-1(C 2)) = a (C2 ). 
Analogamente se prueba que si C1  y C2 son compactos de 
Y no necesariamente disjuntos entonces: 
3's (C1 U C2 ) ‘ 	(C1) + 3(c2 ), con lo que terminamos de 
verificar que 3 es un content en Y. 
Sea ju.31E la medida exterior generada por X y 
W :ID (y ) 	[0,03] dada por W(A) := j.k.*  (r-1(A)) para 
parte A de Y. Probaremos que W es una medida exterior en Y. 
En efecto: 
1. 11(0) . frkilE (T-1(0)) = p,I1E (0) = o 
2. Si A y B son sub-conjuntos de Y tales que A.q» B 
entonces, T-1(A) g• T-1(B) y asi: 
11* (T-1(A))11.1.31E (T-1(B)) de donde por definición 
w(A) 	W(B). 
3. Sea lAn} n€ IN 
una familia de partes de Y. 
Sabemos que T-1( L) A) = L) T-1(An ) 
n. 1 	n ;1 1 
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y comop.a es medida exterior tendremos: 
W( U A ) = ti a  (T-1(
n)1 n  n>1 
An)) = pLgE ( L) T-1(An» 
n1 
-n>li 
= E. W(An) ril 
Luego W es 0--- sub-aditiva. 
Por (1), (2). y (3) tenemos que W es una medida exyerior 
tal como deseabamos probar. 
Finalmente verificaremos que si V*  es la medida exte-
rior inducida por el content -I entonces 17311 = W. En efecto, 
probaremos en -primera instancia que: 
-5 (U) = 9k a (T-1'(U)), V U e P(Y) , U o'-acotado 
3k m (U) = Sup { —A(c) : c g. Li, c e K ) Y 
= Su{ 2(T-1(C)) : C P- U, ce Ky } 
= Sup ( 7(T-1(C)) : T-1(C) g T-1(U)1 
1 = 	213E ( T-  ( u ) ) . 
Estamos listos ahora para verificar que W = V. 
Va (A) = f
Inf .{ 1E (U) : A P- u e U.  
y 
co si no existe U e Lt tal que A g U. 
Si Va(A) = OD , no existe U e tk tal que A g U. Y 
Luego tampoco existe un conjunto pl  en Ux tal que 
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T-1  (A)	Ul' por lo cual k¿a (T
-1(A)) =00 y asi VII(A) = W(A). 
Supongamos que 
V* (A) = Inf 	: Ag. Ueit y } 
— -1 	-1 = Inf { .1X(T (U) : T (A) g T-1(U)} 
= 
=w (A) 
con lo cual terminamos la demostración. 
Proposición 2.30: Sea T : X 	Y un homeomorfismo 
entre los espacios topológicos 
(X,r1) y (Y,T:2 ). Consideremos también un content 'X en X 
y por consiguiente debido a la proposición 2.29 consideremos 
el content -5. inducido sobre Y por T en términos de "X. Si 
JÁ y V son las medidas regulares de Borel generadas por 
y 71 /4 respectivamente entonces: 
19( B 	 Sy 	 V(B) =  
La demostración es consecuencia directa de las proposi-
ciones 2.28 y 2.29 respectivamente. 
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2.7 El Teorema de Representación de Riesz para Espacios 
Topo lógicos Compactos. 
Proposición 2.31: Sea (X,Y /,,A, ) un espacio de medida. 
Entonces existe una función h en 
L1(11-LI ) tal que: 
r(E) =,í h dIsir I ' 	V E e 9._ E 
1h(x)1 =1 	Vxe X. 
Demostración: Aceptaremos la versión general del Teore-
ma de Radon-Nikodin en la'demostración 
que a continuación presentamos. 
Sabemos que /Á. es absolutamente contínua respecto a 
Im.I, luego por el teorema general de Radon-Nikodin, existe 
g 6 L1( iti-I ) tal que: 
fl(E) = 1 g d4.1 	V E e_91 
E 
Definamos 
V 11).-I(E)> O : AE(g) = 	
1  
ip.4(E) 1 	g d li..1.1 E ' 
Sea r> O y consideremos Ar = ix- e X : Ig(x)1 < r 
Sea (Ej ) 91 9._ una partición de Ar , entonces: 
Ar = U E. 
i 	3 
1 
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r 	11A-1 - (Ar ) 
entonces 	r. 1 (Ar ) 	r 	I (Ar ) . 
Si r <; 1 entonces lp.i(Ar ) = O. 
Luego 	411A1) =111.11xeX: Ig(x)1 <1} = O 
de donde 
ig(x)j) 1 imd - casi en todas partes. 
Observemos ahora que: 
I AE(g)i 	it-74z-Er I 	g 	= 
Luego 
V lial(E.)> (), A(g) e C-1, 13 = S 
1111 Demostraremos a continuación que g(x) e S 	- casi en  
todas partes, lo cual indicaremos 
g(x) e S, 	c.t.p. 
CS es un abierto de R y más aun CS = 	&I  n?. 1 
donde in,n = B [0(n, rn ], bola cerrada de centro qn C S 
y radio rn 
Sea En = g-1(in,n) ={ x e X : ig(x) - c<n i .( rn I 
probaremos que 	41.1(En) = O 	Vn> 1. 
Supongamos que existe n> 1 tal que 	Ifrtl(En)> O. 
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Entonces por lo probado en la primera parte 
A
En
(0 e S pero: 
lEn(g) - 0(11 1 - 1 jp.I(1En) 
 





= --1- Wil í En 
rn 1)µI(E) 
	
1 	 - rn  lyd(En) 
Luego E 	n (g) e 	c CS, lo cual contradice lo de- n — 
mostrado anteriormente. Por lo tanto: 
Ipl(En) = O, Vn y por ello: 
1JUI(L)En) = O 
Ahora U En  = t x e X : 1g(x)1> 
n1 - 
es decir 11.11( {x e X : g(x) 	1} ) = O 




g(x) 	si xeX\ B 
1 	si x e B 
entonces h = g ¡p.' - c.t.p. 
y claramente Ih(x) I = 1 
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Teorema 2.1: "Sea (X,r) un espacio topológico compacto. 
Si F es una forma lineal continua sobre 
1(X), entonces existe una única medida regular de Borel 
sobre X, tal que: 
F(f) = í f 
X 
v f g(x) 
Además JL es una medida positiva si y . sólo si F 	O. 
Más aun la aplicación que a cada forma lineal continua sobre 
Ç (X) asocia la medida regular de Borelta. , establece un 
isomorfismo isométrico entre I(X) 1 yul(X) donde ',(X) 1 es 5 
el norma dual de 	(X) y J4X) es el conjunto de las medidas 
reg. de Borel, signadas, finitas sobre X, provisto de la 
norma de la variación total." 
Demostración: Establecemos en primer lugar,e1 reque-
rido isomorfismo isométrico, para ello 
definimos: 
V It 	: Ftk, : 1(X) 	R 	dada por 
Fy V L (f) = 	f 	f 6 	(X)  
X 
Verificamos a continuación que: V e its(X) , Fu es 
lineal y contínua. 
i) Es claro que f. e Ç(X) c=4> fel(ii.), es decir 
que toda función contínua sobre X es pk-integrable, 
luego: E está bien definida y además 
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FP. ( c< fl + fi f 2 ) = rx ( cl fl + p f2) dp- 
= (
x ) °Ifl dil + ( 
= 
 c() L 
f, di.t. + pf 
4  
f, di.A. 
X 	 X  
' 
= 	F(fi) + 	F (f 2 ) 
ii) V)-i- e jtt(X) : Fts_ es contínua pues: 
il f 11 co d V f e 	(X) : IFf4. (f)I =1 fX 
f cirl ‘ 1 rX 
= il f iloo 1)1-1 (X) < CO 
Luego F t, r- es acotada. Siendo FI, /-* lineal y acotada en- 
tonces Fj.x es contínua. 
Estamos- en condiciones ahora de definir la aplicación 
J : 	jit,s(X ) 	; (X) dada por 
Vph. 6 A(X) : J (11) = Fp. la cual afirmamos que es un isomor-
fismo isométrico. 
1. 	J es lineal 
En efecto, sean 1.1 y e jit,s(X); f e 
Si f = kA donde .A es un conjunto p. +s,) — medible entonces 
f d (1.t. +Y) = fX ISA d()1+  
= (/1+)) ) (A) = )J-(A) +9 (A) = íAi  




íx 51A d 
f 	+ 
f 
f d y 
x 
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= P F 	(f) + F.,, (f) = J(ki ) (f) 	J(Y) (f) - 
En consecuencia si f = 
	
SS, 	donde los A. son 
i=1 1 rii 
conjuntos p. + - mendibles, se tendrá también que: 
V f e 1. (X) : J(1.4. +Y) (f) = J(11.) (f) + J(V) (f). 
Siendo el resultado válido para funciones escaleras lo 
será evidentemente para funciones integrables, luego J es 
un homomorfismo. 
De modo similar se verifica que: 
V f e /1(X) : J(794. ) (f) = 	J(y.) (f) de donde 
V )-1 IM(X), /dr 9k e IR : J ( >9.1. ) = 	) 	Hemos veri- 
ficado así que J es lineal de J44X) en 
Ahora bien, dadap,e,N,p0 podemos elegir m e 	) 
tal que im(x)I = 1 	VxeXytt(B) =fmdlkd 
para todo boreliano B, de acuerdo al teorema de Radón-Niko-
din, luego: 
J(/..4.) II =II Fp. 	= Sup 	p. (f) 	f C B 1 (x)  
= 	Ip-I (x) = 
Luego J preserva las normas. Siendo J lineal e isome- 
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tría se deduce inmediatamente.que J es inyectiva. Además 
como J es acotada resulta ser contínua. 
Seankte j$4,e X), 1.A. O y f. e 1(X), f 	O, entonces 
J(ti• ) (f) = Fil (f) = f f dj.t. 	O, luego .3 	O. r- 	X 
Recíprocamente si J) O entonces V ki- e Lk.jx), 
ii 	O, J()-1.). O esto es V f e q(x) : f 	O implica 
J(11) (f) 	O. Sea A e_Alt* como 4A 	O entonces 
= i
A 
 dix = ).L(A) 	O, por lo cual  
Resta demostrar que J es un operador sobreyectivo, lo 
cual quedará probado si se muestra que para cada forma 
lineal positiva F1  e 1 (X)' , existe una medida regular de 
Borel p. en iit,(X) tal que J(p. ) = F1  = F 11., _ 	• E. 
Consideremos ahora el espacio topológico discreto 
S = (X, P(X))y pasemos al compactificado de Stone-Cech de S, 
S = (X, P(X)), el cual es extremalmente disconexo, esto es, 
cada subconjunto abierto de f3 S tiene clausura abierta. 
La identidad i : S 	X es contínua, luego puede ex- 
tenderse continuamente a una aplicación % : /3 s -P- X la 
cual nos permite definir la aplicación lineal: 
T : 1(X) 
 
yo,(j5S) dada por:, 
 
T(f) =I o 0, Vf e (X) 
T es una inmersión isométrica. 
En efecto: Es inmediato que T es lineal, además: 
11 T c f ) II = uf o o 1 = Sup {If(0 (s))i : s e p5} 
= Sup {If(x)I / x e X} 
= 	ii f II 03 
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Asi pues T es un embebimiento isométrico para la corres-
pondiente norma del supremo y tal que: T(1) = 11 , en efecto: 
Vs e pS; T(1 ) (S) = 1 (0(s)) = 1 = 1 (s). 
Por otro lado como F1 es una forma lineal y contInua 
sobre 1(X) y :(X) es un sub-espacio de Icps), de acuerdo 
con el teorema de Han-Banach se puede extender F1 a una forma 
sobre c (RS) tal que: 
1 F2 1 = 	Fi  1 	A 	F2 (T (f)) = 	V f e 1(X) 
pues se está identificando a 11(X) como sub-espacio de 
a través de la inmersión T. 
Además F2(9) = F2 (T (1)) = F1  (1) = 1fF1 	= p2 1 
de donde se sigue que F2 >. O. 
Consideremos ahora 	la clase de todos los sub-conjun- 
tos de ps que son abiertos y cerrados, esto es: 
{ A g- ps / A e eps () S'eps 
es un álgebra de conjuntos; en efecto, P. es estable 
por diferencias y por uniones y contiene a S. 
Veamos: 
i) Sean Al' 	. Entonces A1 y A2 son abiertos y 
cerrados. 
A1  \ A2 = (A). n Ac)et 2 	pues Alee /SS Y 
Ac e  además (A1  () A2 ) e C0 T S 5 	pues Ale C0e.15 Y 2 ISS 	 p  
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Ac cCo e -•Similarmente se prueba que: 2 	ps 
) 	V A1, A2 €R ; (A1 	A2 )€ 
Luego ego efectivamente R es estable por uniónes y 
diferencias. Por lo tanto P. es un álgebra definida sobre 
ps pues es un anillo que contiene al espacio ps. 
Además: 
	
VA eR : 5íA 	(ES), en efecto, se tiene lo siguiente: 
:?S 
g) si {1,0}g- Oc 
A si 1€0 A 00(0 
c si 100A O e® 
S si 1C), 1151(D 
luego efectivamente S(A e 1(JIS ), VAER , por lo cual pode- 
mos definir correctamente la aplicación: 
:p --)-co,03) dada por k(A) = F2 NI) 
Se verificará a continuación que 'flI..  es una medida. 
1. 1(ø) = F2 (5í0 ) = F2 (&) = O 
2. Si Al, A2 , ..., An es una sucesión de elementos 
de 1Z mutuamente disjuntos, entonces: 
Y1( 	A.) =F2 (55u ) = F2 ( 	5;Ai ) = :L.1F 2 (Ç) i=1 i=1 11i4n 
= 	(Ai) 
1=1 
Sea (perus' entonces 41A 
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Sea ahora la sucesión tAi} 	R tal que: los A. son 
il 
disjuntos y además L.) A.
1 
 = AE R 
il 
Siendo A e R , entonces por la definición den;  A es _ 
cerrado, y siendo ps compacto resulta que A es compacto, 
luego: Por ser {A} 	un cubrimiento abierto de A. .  
3 il, i2 , ..., in tales que A = U A. y por ello: j=1 ij 
ruA) 	rt_( °C) A.) 
i=1 = (U j=1 
A. ) = 	n (A.
l 
 ) , y además 
j=1 	j 
V i 	i A, = la; por lo cual 1( 	= a(A.) si 
1 1 il 
pues YLes Cr - aditiva. 
Como p S pertenece a 	y ry p s) = F2 (xp5 ) = F2 (11 ) 
II F2 11 resulta que 	es una medida finita tal como se 
definió. Sea U (g ) la o--álgebra generada por R Y conside-
remos la restricción de la medida exterior ki  a u(R ), dada 
por: 
Vm e u (R) : R3IE (M) = Inf 	11.(A 	/ . ) 	' AieR m 	U A. 
i4l i>1 
11*  es finita por serlo TI evidentemente y por el teorema de 
Carathéodory, Tt* es una medida .sobre U ('R ). 
Probaremos a continuación que r es una medida de Baire. 
) U (R) = MB) 
Sea A e R entonces A€t 5 n cogs, entonces 
e Ç (S) y por ello SiA es po 151 - medible. SSA 
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Sea (Deeu : 1 e(0, 010 
= A e po cfss) ;  luego 	1)0 (pS) y en consecuencia 
U(R ) 	13. 0,cps). 
Por otro lado sea f e 1(15S, (R) y sea cetRy definamós 
En = ts - epS / f(s) < c +1}  
V n e N' En e epS y siendo S extremalmente disconexo 
y por ende n e R luego n co tps 
e u(R) ; pero se tiene lo siguiente: 
s e pS / f (s) 1c} en efecto: 
1 s .ps 	f(s) 	c = n {s € S / f(s) < c ná 1 
por otro lado: 
+ . }n Cn  
nl 
En ={s epS / f(s)<c + rfig_{s e )3S / f(s) 	c + 
así pues En g s e pS / f (s) 	c + • } 	luego 
n 	n {s sps f(s) c +21-}= ís pS / f(s) ‘c 
nál nál 
Por lo tanto: { s CS / f(s) 	c 	es U(R ) - medible, 
luego js o cps) 	U(R) pues po (ps) es la menor álgebra sobre 
ps que hace que 193S) q. Donde riL indica el conjunto 
de las funciones de rs en R que son medibles. 
Así pues queda demostrado que: U (R) = po (f3S) y en 
consecuencia 	es una medida de Baire. De acuerdo con la 
proposición 2.15, yt 31E es regular. 
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Probaremos ahora que: 
e 1(1s) : F2 (f) =1 	f d 
JIS 
Puesto que si f fuera a valores complejos tendríamos 
f = fl + i f2 y por ello 	f dr, =( 	fi  ps 	ps 
nos basta considerar sólo funciones a valores reales, esto es 
f e 	( ps , IR) . 
Sea Ca, b3 un intervalo en IR que contiene a f (pS) y 
sea E>0. Consideremos la partición de [a, b] dada por: 
yo =  a <y1 <" • * 1< Yn = b 
	tal que yi  - y 1 e, V1=1,2, 
y definamos los conjuntos 
1 f 	Y1' B. = 	(( 	y.3 ), Vi = 1, 2, ..., n i- 
Los conjuntos Bi  son disjuntos y pertenecen a U (R) Y 
además cubren a S. 
Como kir es una medida regular: 
¿ 
V i=1,2,..„n gvieels,n u(R)/Biw vi, rr(v. ) nz ( B. ) + - - k 
y además f(s),4 yi  -1-B V5 e Vi  ya que pS 	Bi, también 
i=1 
S 	U 	. pues B. g V. y siendo ps compacto, por el teo- p - 1=1 
rema de partición de la unidad: 
V i=1 é 2 	„nr hi 	cps 	hi  < Vi 	hi  = 	esto es 
lciwn 
sSop (h.) 	V '.• 01 .( ).11, 	hi(s) = 1 1 i=1 
- 81 - 
Como ps es compacto y Sop(hi) es un cerrado resulta que 
Sop(hi) es compacto y de Sop(hi) g Vi  con Vi  abierto tendre-
mos que: Vi  contiene una vecindad del Sop(hi) que pertenece 
aiR. Así que F2 (h1)41 rr(vi), En efecto: 
Siendo (pS,tps ) compacto,. es loc. compacto y como 
Sop(hi) E Vi, existen un abierto 0--compacto U0 y un compacto 
Q, c: tales'que: Sop(hi)g; U0 WC:0 1p. Vi, de acuerdo a la 
proposición 2.2. 
Pór otro lado U0 es abierto eniNS, el cual es extremal-
mente disconexo, entonces i50 es abierto en ps. Además se ve-
rifican las relaciones: 
Sop (hi)g; U0 9; U011[0 q1 Vi  




Uo 	 i5o 
siendo F2  > Ose tiene que F2  (h.) < F2  (X-  ). Concluimos 1 '`.  Uo 
pues que: 
F2 (hi. )‘F2 (5(_)= 11(D0) = Itil(D0)‹ II.11 (Vi) 
U0  
tal como deseábamos verificar. 
NE Veamos ahora que F (f) = S 	f d l' 	14 , v f e 
ISS 
n 	 n 	n 
F 2 (f)=F(Eh..)f)=F2 (Zh.f)- =Z 
i 	
F2-(h.f)IEF21  (y.+e)h. 1 	i=1   1=1 
ahora bien: 
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7 ( (y.+ )111)= 	(y1+ EjF2(h 	
1 
i)= Z(( lal+yi+ e )F2 (hi))- la; . , 2 	2. 1=1. 1=1 	 1= 
( lal + yi  + e ) IVE(vi) - IF2 11 1 a 
  
+ F 2 	al 
  
>(Y- 	)Y(B1) +2 E.• 	VCE (B. )+ 
i.=1. 1 n . 2.1n 
(yi- E, )d13IE+ 2E.II F2 II + 	lal + 1, 2+6 1b1 
= 	S B. (yi-6 )drt *  + 	(2 II F2 jJ  + lal + 1b) 	) 2..1. 	2. 
h.fdfl
3K + e,(2 flF2 I  + lal + 1b1 	) 1=1 	2. 
= í 	f citlA + e.,(211 F2 + la 1 + 1bl +€) 
Js 
Así pues F2 (f) 	f ar 	f e q(pS) 
por lo tanto F2 (-f) ( - f )Ç)S 
f 
F 2 (f).>- 	f dirE pS 
- F2 (f. ) 	- 31 
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De (O() y( 	F2 (f) = 	f drCIE V feq(PS) 
15S 
Corolario 2.1: V F (/b(X),e00)1 , 39A-ejls (pX) 
tal que: 
F (f) = 	1 d 	,V f  
Sea P : 	(pc, R) 	R definida de la manera 
siguiente: 
V g el(fr x) : P (g) = F (g 1, X) 
entonces P es lineal .y contínua y por el teorema de Riesz 
para compactos. 
= 	f dy. V f 	p X) 
IX 
entonces F(f ) = 	f dM 	V f ce(x) 
frx 
En efecto: sea fe(X) y 1 su extensión a pX. 
= F 	/ X) = F (f), pero P (1) =Ç 
pX 
Luego V f 1,b(x) : F (f) = 	r 
la 
CAPITULO I I I 
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III. EL TEOREMA DE REPRESENTACION DE RIESZ PARA ESPACIOS 
TOPOLOGICOS COMPLETAMENTE REGULARES. 
Desarrollaremos en este capítulo el Teorema de Represen-
tación de Riesz tomando como base un espacio topológico, 
(X,t), completamente regular. Las medidas serán definidas 
Sobre - las 0- -álgebras de Baire y de Borel, las cuales son 
generadas por los compactos. Gis y los compactos, respectiva-
mente. 
Como una aplicación de este teorema se deducirá el cono-
cido teorema de representación de Riesz para espacios topoló-
gicot localmente compactos. 
3.1 Completación de una Medida. 
Proposición 3.1: 	es una medida sobre uncr -anillo 
/L, entonces: 
,dy= E Ls N/I eyS. , N g; A, Ji. (A) = O } 
es un o- -anillo, y la función kl(E LS N) = 1.L(E) es una medida 
completa sobreAi. 
Demostración: Probaremos en primer lugar las relacio-
nes siguientes: 
Si E 95,, N 1; A ey¿ y 11,(AY = O entonces 
a) EuN = (E\ A) 	[A n (EUN)], = M 
b) E.11N= (E \ .151) u  [Al (EN)] = B 
- 86 - 
c 
• = {(E \ A) n [A ,n (EuN)]) U {(E n Ac ) u [A n (EuN)]} 
• = {EcuA U Ac u(EuN) c }n IDE n Ac )uA] n [(E n Ac iu (EuN)].} 
• = x n {[EUA ) n (Ac La)] n (EuN)} 
M = (EuA) n (EuN) 
M = EUN 
Similarmente se verifica (b). 
Las relaciones (a) y (b) nos dicen que la clase/61  
puede describirse también como sigue: 
= {EUN / E94. , N A Á.  ).1(A) = 01 , además (a) y (b) 
implican que), es estable por uniones contables y por dife-__ 
rencias simétricas, luego), es un a--anillo. 
Si El 	N, = E2 LS, N2 con E1e4 , Ni  c. Ai  para 
i = 1, 2, entonces E1 .15, E2 = N1 LS N2' en efecto. 
Sea x c(E1 L1\ E2 ) entonces x e (E1 \ E2 ) U (E2 \ E1) 
Si x e (E1 \ E2 ) entonces xeEl A x 1E2 y como 
El 	= E2 LS N2 se tendrá lo siguiente: 
Si x e (Ei  11 N2 ) entonces x e (É1  \ N2 ) U (N1  \ El) por 
lo cual x e(E, \ N1) implica, x 1 N1. 
Por otro lado x e (E2 	N2 ) implica 
x e (E2 \ N2 ) U(N2 \ E2 ). x 4 E2 nos dá x e(N2 \ E2 ) de 
donde x e N. 
Asi x e (N2 \ N1) es decir x e (N1 	N2)31. 
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Ahora si x 1 (E1  A N1) entonces x e El  implica x e' !:1  
puesto que x O (El LS N1) entonces x e (E2 A N2 ) de donde 
x 1 N2 y asi x e (N2 	N1)ME 
311 	31E3E De 	y 	se obtiene E1  b, E2 	N 	N2. — 1 
Similarmente se verifica la inclusión recíproca. 
De todo lo anterior se deduce también que 
11. (E1 	E2 ) = Ji (N1  LS N2 ) = O 
por lo cual 1.1.. (E, \ E2) = Ji.. (E2 \ E1) = O 
por lo tanto pi. (E, U E2) = 	(E, n E2 ) y como 
E1  n E2 G.: E1  c= E1  U E2 entonces 
= 	(E, ) = .p. ( 	n E2 ) = J.k ( El  U E2 ) 
Resulta entonces sin ambiguedad la definición de 
por: 	1.1.(E U N.) = p. (E Ls N) = 	(E). 
TI resulta ser asi una medida que extiende a J1). . La 
completitud de 	se sigue del hecho de que,4 contiene 
todos los' conjuntos nulos respecto de?. 
Además )1 es regular de Borel si iL lo es. 
3.2 Topologías sobre b(x) 
Definición 3.1: Sea f : X 	R una función. f es 
nula al infinito si para todo (.> O 
existe un compacto K tal que: 
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If(x)k; e para todo x perteneciente a X \ K. 
Denotaremos conY,o al conjunto de todas las funciones 
acotadas de X en R que son nulas al infinitó. 
jt representará en lo sucesivo a la colección de fun-
ciones de Ao que tienen soporte compacto- 
Como en lo anterior Kx denota la colección de los com-
pactos de X,. 
3.2.1 Las Topologías rc y t5 • s .  
Para cada compacto K de X definamos la aplica- 
ción Pk : /(X) 	e : pk (f) = Sup If(x)1 xcK 
Afirmamos que Pk es una semi-norma, en efecto: 
a. Pk (e) = o 
b. Sean C‹ e R, f e / (X) : 
Pk (c(f) = Sup icKf(x)I = Sup IcKlif(x)I = frd Sup if(x)1=1110(1Pk (f). x e K 	 x e K 	 XCK 
c. Si f, g e q(X) 
pk (f .1. g) = Sup ¡f(x) + g (x) 1 = Sup 1f (x)I + Sup I g(x)I 
neK 	 x e K 	x e K 
= pk (f) + Pk (g) 
Por (a), (b) y (c) concluimos que para cada compacto K 
de X, la Pk correspondiente es una seminorma. 
La familia de seminormas { 
	K e KxP/c} 	
define una única 
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topología lineal localmente convexa sobre ;(X) que llamare-
mos 25c , 'Cc es la topología de la convergencia compacta o 
la topología compacta abierta sobre 1(X). 
Si en luaar de la colección de los compactos de X con-
sideramos la familia de los sub-conjuntos finitos B de X, y 
de igual forma definimos: 
PB : /(X) --4—IR : V f e/(X), PB (f) = Sup if (x)i 
x B 
Resulta que PB es una seminorma. 
La familia-de seminormas B finito induce PB BQX, 
una topología sobre 1(X) llamada 251s que es la topología de 
la convergencia puntual. 
Evidentemente, todo conjunto finito de X es compacto, 
luego ts tc. . 
3:2.2 La Topología /5st 
Probaremos a continuación que tc ,/e CK) está 
generada por otra familia de seminormas, como sigue: 
Denotemos con 
VI' e ,t03,(X), 






R {f 	: X / f es acotada} 
R definida por: 
= Sup 	If(X) 	. 	lp(x)I 
x€X 
= 	ilfW1103  
nos provee de una familia de seminormas. De dicha familia 
seleccionaremos la siguiente parte: 
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la cual resulta ser dirigida a derecha, en efecto; 
Sean 4,,,y2 pertenecientes a ji
o  t entonces UD -1 1V LP2 
pertenece también a j1,1o y además: 
P 	(f) = Sup if(x). (40(x)1 1 Sup if(x).( kPiV (40 2 )(x)1 = 1/4f)  1 x e X 	 x e X 
P 	(f) 
1111V T2 
Por lo tanto P ./ P 
Ti 	411V 11)2 1 
P 4 P_ 
19 2 	Wlv IP2 
Llamaremos Z.:st a la topología lineal localmente convexa 
ob determinada sobre cp (X) por la familia iPp }tfie joie.  
'Debemos observar que 	II lico: /00(X) 	R dada por 
V f c ,010(X) : 11 f 500 = Sup f(x) define una norma, denota-
x e X 
remos con eco la correspondiente topología lineal metrizable 
sobre 103 (X). 
Nota: Por simplicidad de notaci6n seguiremos escribiendo 
tstc'est Y rao para referirnos también a lás topo-' 
logias inducidas sobre  
Probaremos a continuaci6n que ec y eco son generadas 
por las familias de seminormas fP4,1 
Teyhoo Y {PT} 	^ Wei„,,(X) 
respectivamente. 
En cada caso denotemos por T.', la topología generada por 
la respectiva familia de seminormas. 
VIc e KX 51(K 1 X ----0- R, la funci6n característica de K 
pertenece alt o° y así ''Cc ' Z...' 
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Por otro lado, cada yp perteneciente a Mootiene soporte 
compacto, luego podemos asociarle la seminorma 
y por ello 15 .5 tc. Asi pues queda probado que /5c es defi-
nida por la familia {Pp Lecoviee 
Notemos ahora que 11: X--h-R : 1(x) = 1 es una fun-
ción acotada y que : para toda f en  
Pli 	(f) = Sup if(x)1 = 
X 6 X 
II f 11c,,, luego PI, 
Asi pues ec„, ..<. r 
Recíprocamente, todas las seminormas P9 con ye 200 (X) 
son ton -continuas, entonces 1,1;r00, por lo tanto queda veri-
ficado que roo está definida por la familia {P4 19 , £ 1, 00. 
Proposición 3.2: Sea (X,T5) un espacio topológico com-
pletamente regular, entonces: 
a. e yr 	 en especial e c 	•-• 9-# es Hausddorff.st 4 Zoo ' 	 st 
y solamente si la unión de toda suce- b. tc = est si  
ción de compacto en X es relativamente compacto. 
c. y reo definen los mismos conjuntos acotados "15st 
sobre 19o0 b (X). 
d. e c Y ... st coinciden sobre todo rtst -acotado' de 
e. y solamente si X es compacto. 
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Demostración: 
 
a. Comoátoo— o (X) y además "ec es generada 
por {PYITemo. Z5st es generado por {Pen} -r PeJto 
y eco es generada por {P4) .11)6103 (X), entonces se 
verifica Zld, c 	st 
	Como además la fami- 
ha {Py weyte es separante, entonces ees 
Hausdorff. 
b. 	Supongamos primero que toda unión contable de com- 
pactos de X es relativamente compacto. 
Sea 
Y ejVto , Sop(9 ) = {x€X:Itp(x)1 	0}.- 	{xe X:14)(x)1>11 
n) 1 
y como U (x e X : 1(4)(x)i)—} es un compacto por 1 
hipótesis entonces sop (Lip) es compacto y asi 
kÁto jitoopor lo cual tc ,est, pero por (a) se — 
concluye que c = rst. 
Supongamos ahora que existe una sucesión de compactos 
en X cuya unión no es relativamente compacto y que dicha 
sucesión /Kn} 	c.= isc es creciente. 
n) 1 
El hecho de que L...) K no es un compacto implica que 
n )1 n  
ningún compacto de X cubre a U K • por 16 cual para cada 
n ) 1 n  
compacto L de X, existe un elemento xi,  e ( L_) Kn) \ L. 
n ;11 
Sea NL el menor natural tal que xL e  KN . 
n)hl 
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Por el lema de Urysohn, existe una función fLee(X) 
nula sobre L y tal que fL (xL ) = NL. Se ha encontrado asi una 
red KI 	, la cual converge a cero según rec. 
L eKX 
En efecto, dada una vecindad V de cero respectó del;C' 
existe un compacto K en X tal que si £> O entonces: 
V p V 
t'IIK 
= {f e Ib(X) : PK (f)‘E} 
= {f e C(X) : Sup if(x)i‘e} 
x e K 
pero entonces para todo compacto L en X que contenga a K ten-
dremos lo siguiente: 
PK (fL.) = Sup IfL (x)I ‘. Sup IfL (x')I = O <- E 	luego 
X € K 	 X e L 
VL e KX : K g- L, fij e 17 6, PK lo cual significa que 
{f } L e Kx 
ec 





Definamos 	y : R 
si 
como sigue: 
x e K1 
x ----i— 
1 




x e Kn \ Kn-1' 
x e X- \, U Kn1-111  
n 2 
Entonces y es una función nula al infinito, pues para 
todo C,> O, existe un natural n tal que l/n <& y por ello 
nos bastará con elegir el compacto k = Kn para que 
1y(x)1< e para .todo x perteneciente a X \ Kn. 
Consideramos ahora 
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P w (fL ) = Sup IfL(x) 4) (x)I > I4)(xL) fL(xL)I = 1 
x e X 
lo cual vale para todo compacto L en X, asi pues {fL} es 
iob una red en y (X) que no converge a cero con respecto a la 
topología est' pero esto contradice la hipótesis inicial en 
la que aceptamos quetc = est luego es falso suponer que ' 
la unión de cualquier sucesión de compactos en X no sea rela- 
tivamente compacto si e c = e st .  
c. Probaremos que Z5 y #?5 definen los mismos- acota-
dos sobre 4. (X). 
Puesto que est ‘.. ron es inmediato que todo 
't» -acotado es est -acotado, asi que sólo resta verificar la 
relación recíproca. 
Supongamos que B 1: lb(X) no es t -acotado, entonces CD 2 
existe f 6 B tal que II fn  Lo> n para -todo natural n. n 
Sea (Kn)n?.. 1 una sucesión de compactos en X, creciente 
tal que Sup if.(x)I> n2 y tomemos (9 tal como se definió 
x eKn n 
en (b), entonces: 
, 	1 PI, (f) = Sup I f (x) tp(x)i >, - Sup I f (x)"I > n, V ne n 	 N x 6 X' n 	 n x ex n 
por lo cual B no puede ser t'.st -acotado. 
d. Probaremos en esta sección que 25 c Y r son topo- 
logias que coinciden sobre cualquier parte de 
I' (X) est -acotada. Haremos la prueba en tres pasos. 
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1. Probaremos que toda red 15.01) -acotado y 1::,c -con-
vergente a cero es también rest -convergente a 
cero. 	En efecto, sea 1 If 1 cgcleD 
147 1, Cl. y (X), una red 
'-acotada y  -convergente a cero. 
Seap e IR+ tal que 1 f c< 100 	P 	v o( c D. 
Sea O #yeilio tal que 11w lico ‘ g , s e 1114- 
Siendo y nula al infinito, para todo natural n existe 
un compacto Kin en X tal que: 
1 , 1 14, (x)1 k. — para cualquier x que pertenece a X \ Kn . n 
Por hipótesis kf } cil converge a cero según re..c , luego «ID 
para todo natural n, existe o( n en D tal que si: o( 	p¿ ri  
1 entonces 	 es < — s decir: n n 
Sup 	I f (x)P(. 21. n x e K n 
Asi pues, para cada natural n tendremoá: 
P tp ( fa) = II fck Y fico . Sup ifc((x)y(x)1 x e X 
= Máx{ Sup 	f (x) 1 /4 )(x) ,Sup 	for (x)ty(x) } 
x e K 	o( 	 xeX\K - 
‘, Máx [Sin,  tb/n 1= On 
donde t = Máx 
Luego /fm 1 	converge a cero según 
" «eD est • 
2. Toda red rec -convergente y top-acotado converge 
según 255t y al mismo límite. 
n n 
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Sea {f } una red 25 -acotada tal que existe f en 
c< eD 03 
yo b 	 1:7,c y (X) de modo que: f ________>_ f 
Entonces {_f.o( -.f } es eco-acotada 
_ 	'est C1 	 1:5 t (1) 	f ex - r LJ y asi fot -----»-f. 
3. 	Como c st se tiene que 
sólo resta verificar que st / B 	B 
SeaxeByU=VnB una vecindad dexsegún rst B 
y aceptemos simultáneamente que U no es vecindad de x según 
ec B • Entonces para toda vecindad W de x según 25c' 
W 	E 	U, por lo cual para cada c - vecindad W de 
existe xw eWnBtal que xw l U, esto es el punto xw no per-
tenece a V, V W e \r(x,rc ). 
Pero (x) es una red contenida en B y por 
W€ Yd(x,'"Gc ) 
ello acotada que converge a x según tc , por (2) dicha red 
es también est - convergente a x. Pero esto último signi-
fica que txvi l es residual en cadaest - vecindad de x, 
por lo cual debe ser residual en V, hecho este contradictorio 
con la construcción de dicha red. Luego es falso suponer 
que U no sea vecindad de x según tci/ B. Esto nos permite 
que" r)( x, 	B) 	Nr)(x, t/ B) y así 11.5st i/ 	j/ B. 
e. 	Habiendo verificado (a), (b), (e) y (d), estamos 
listos para verificar que: 
st = 03 si y solamente si X es compacto. 
En efecto: 
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Si X es compacto no solamente se cumple la igualdad 
st = eco sino que se verifica ec = 	, pues • -st  eco 
1(x = t sería una función con soporte compacto y como 
Pd =11 II genera a roD, entonces T.: Irc'  pero por (a) oo  
1500.  Luego concluimos que ec = t'st 	si 
X es compacto. 
Recíprocamente, supongamos r155t 	En estas condi- 
ciones por- (d) tc ye°, coinciden sobre B, donde: 
B = 	f e Ib(x) : 	f Ilco 
Como B es rco- acotado y; < eco entonces B es 
251 - acotado, por lo cual B se puede absorber por cualquier 
vecindad de O en la topologlatc' esto es: 
3K€K X , • 3 e > O : v, n B B 
Por otra parte, V absorbe B, luego existe r> O, 
B 9: DV
Pk 
es decir 	f Hoz, 	"Pk (f) 	f € B. 
Probaremos que X = K. 
Supongamos que K 1E x y sea xo e X K, entonces como 
K es un compacto en un espacio completamente regular, por 
el Lema de Urysohn, existe gelb(X) : g(K) = {O}, 
g (xo ) = 1, y además: 
VxeX:0‘g(x) 411. 
Luego g e (&V )r) El, pero entonces: 
Pk 
1 =ilgl‘ y P(g) = O, lo cual es contradictorio, de donde 
necesariamente X = K, luego X es compacto. 
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3.3 El Teorema de Riesz para Espacios Topológicos Comple-
tamente Regulares. 
Teorema 3.1: "Sea (X, t) un espacio topológico c.r. y 
sea t:st la topología estricta sobre 
I:›b(X). Entonces para cada forma lineal contínua F sobre 
colo ( X) existe una única ,medida regular de Borel fi. tal que: 
F(f) = 	f dt.t. , Vf €1,b(X). 
X 
Además la aplicación J : [rpb(X) , tst ]i 	Xx) 
tal que J(F) = m , es un isomorfismo". 
Demostración: Sea fx una medida regular de Borel en X. 
La aplicación F definida por: 
F).4. :'111) (X) --0-- R tal que: 
f e sl,b (X) : 	(f ) = 	f dm 
X 
es lineal y,rst - contínua, en efecto, para demostrar la 
continuidad podemos suponer que /.t(X) = 1 y que 1-t.>). O, pues 
de no ser se puede siempre considerar la descomposición de 
Jordán pi= 	- la. donde claro 	O y 1£ O. 
Por la regularidad de 	, existe una sucesión de compac- 
tos {Kn} 	en X tal que: 
n> 1 
1 1 1, o sea 1.1.(K ) > 1 - 
4n+1 • 
1k(Kn) 	p- (x )  4n+1' 	 n 
Definamos ahora la función If  como sigue: 
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y: x----•-- IR dada por y (x) = 
Tenemos lo siguiente: 
_ 
2n 
si x e Kn \ K n-1 
si x•1 A = U K 
n ?. 1 n  
4) es nula al infinito y además medible respeto de 
En efecto, es inmediato que y es nula al infinito, por 
otro lado, escojamos L9 = (-co , a) c'eR , entonces: 
0 si a < O 
a)) = 	Ac si a = O 
1 A \ Kn si 2n  
-- -<- a ‘ 1  -s- 2n-1 
si a > 1 
donde suponemos Ko = 0, asi pues 4) es medible • 
Estamos ahora listos para verificar que Fp.  es 
- contínua, veamos primero que 1.1.(X \ A) = O. t 5  
1-1,(X\ A) = y(X) - ti.(A) ..<.).1.(X) -1.1.(Kn) Vn?..1 
1 - 1 + 
4n+1 
es decir que: Vn?„1, p. (x \ A)‘. 
por lo tanto., p. (X \ A) = O. 
1 
4n+1 
rpb(x)  Ahora bien, para toda función f perteneciente a 
1 	1 IFti.(f)1 =I lx f dfri ‘. 1A !fp' . tp— cijk. 
S K\ K n 	n- I 
•„tf• I 1- dfr 
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= P (f) 4> 	1K \ K 	te dt-1- n) 1 n n-1 
	
= P(f) V' 	n 2 	f.i.(Kn \ 	n-1) kf 	I,  n)1 
Z 2n (2  -2n-n) 4 P,p (f) 
n>1 
= p (f) kf> 
Hemos obtenido así la desigualdad IFfril < Pif donde 
Pf es una de las seminormas que definen la topología tst 
lo que significa que Fp., es  tst -contínua como queriamos 
verificar. 
Siendo Fp. una forma lineal y contínua definida sobre 
va b yo (X) podemos .considerar la aplicación: 
J :J./1(X) --P- [1,b (X), r.t] 
vy-eJt(x) : J (II) = Fr. . 
J es evidentemente lineal, probaremos, que es también 
biyectiva. 
Sea Fekb (X), . Como 'est ,... roo existe una única tsti, 
IL e 9.(pX) tal que.: 
F (f) = 1 	Y dii 	para toda f€(X) -de acuerdo con el px 
corolario del teorema de Riesz para espacios compactos. 
Afirmamos que I p.- Ir.) = Sup { (F-1(K) : K el( x l 
Por reducción al absurdo, supongamos que tal igualdad 
no es cierta. 
Existe entonces un E, > O tal que 1 F.1 (15K \ K) > 4& 
dada por: 
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para todo compacto K en X. 
Dado un compacto Ko en X, podemos asumir por la regula-
ridad .de ji que existe un compacto L en px \ Ito tal que 
ITL1(L)> e, y también que existe un abierto V en px \ Ko que 
contiene a L tal que: 	1174.1(V \ L) ‘ IP-1W - C. 
Cómo px es normal, existe una aplicación g continua 
sobre px, con valores en [O, 1] tal que: 
g(L) = 11/ y g(pX \ L) = {o} 
denotemos fk g / X, entonces: 
a) if(fk )1  
III, (L) l - l fi I (v\ L) 
, 6 
La red {fk
} k € K 
cibtenida asi converge a cero según 
-X 
la topología rc pues, fk (x) = O, V x e K. 
En efecto: 
Seaun compacto en X, y sea Vk una vecindad sub-
básica de 25c dada por: 
Vk =1f €1,1) (X) /Pk (f)<1} o 	 o 




(fk ) = Sup I fk (x) 1 =- O < 1,, entonces f e Vko
. 
x e Ko 
Por otro lado domo O 1 f <1 entonces fk es r -acotada k• 	 co 
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y converge a cero según la topología 25c , entonces por el 
teorema (2.10.4 ) Jarcov, resulta que Ifk 	converge 
k Kx 
a cero según ilb-;st. 
Como FE Uob(X) 'est ] entonces /F(fk )} 	converge k Kx 
a cero en R, lo cual contradice la conclusión (a) anterior, 
luego sólo puede ocurrir que: 
I Fk, 11)(X ) = Sup (Ft (k ) I : k e Kx 1 de acuerdo con lo cual 
existe una sucesión de compactos {k 	en X tales que si n}n141  
A =tj  K
n 
 entonces 1111 (pc\ A) = o y así: 
n  
cpx \ A) = 0. 
Sean 
til  - tX2 la descomposición de Jordán de j.£ • 
Olmo 
las completaciones de 	y IÁ 2 respectivamente. 
Entonces todos los conjuntos Borelianos sobre X son 
-medibles para j = 1, 2. 
Entonces pi-= Pid/ X está bien definida. 
Notemos ahora que y. = 1,11  - 11. 2 es una medida regular 
de Borel sobre X tal que: 
F(f) =, 	1\ dil d 	, V f eq b(x). 




Así pues J es suryectiva. 
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Para verificar la inyectividad de J sean F y ).1. como 
están considerados anteriormente y sea 11 una medida regular 
de Borel en X tal que: 
F(f) = ( f 
X 
b dri 	V f kp (X ) , entonces: 
IL: )5(m) 	(Ft dada por: 	ít(B) = /(B n X) es una medida 
regular de Borel. 
Como 	5 dii = í I dít, V gen,b(X) entoncesil = 
px 
y en particular )1(K) = rt(K) para todo compacto K en X, pues 
todo compacto de X lo es también en px, por lo cual p =1 
de acuerdo con la proposición 2.17. 




3.4 Teorema de Representación de Riesz para Espacios Topoló-
qicos localmente compactados. 
El propósito de esta sección es obtener el teorema de 
representación de Riesz para espacios topológicos localmente 
compactos como consecuencia .de la demostración presentada 
para espacios completamenteregulares. 
Proposición 3.3: Sea (X,25) un espacio topológico lo-
calmente compacto y designemos por 
(X 	ta ) su compactificado de Alexandroff, entonces: 
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1. V 
	
K eKx , V V 	) : 31,7E" V1K, ) compacta tal 
que U P- V. 
2. Si k e Kx , 	k Ç  0 , entonces existe una fun-
ción f contínua sobre X y con valores en [0, 13 
tal que f(K) = (l } y f(Oc ) = 10 . 
3. Si k e Kx entonces existe f e /1c 	tal que 
f (K) =. ( 1 	. 
Demostración: 
1. 	Sea K un compacto en X y V una vecindad de K. 
Tomemos un punto "a" perteneciente a K, entonces V es una 
vecindad de a. Como (X, r ) es localmente compacto, existe 
una vecindad de a que designamos por Wa la cual es compacta 
y está contenida en V. 
Consideremos asi la colección = í Wi  / a e K } donde a 
W1 denota el interior topológico de Wa . Es claro que 
constituye un  cubrimiento abierto de K, que es un conjunto 
compacto, luego existe una cantidad finita de puntos de K, 
digamos al' a2' 	, an tales que: 
j=1 j j=1 aj 
Para concluir la primera afirmación del teorema basta 
con tomar U = L)pq el cual es un conjunto compacto por 
j=1 a j 
ser unión finita de conjuntos - compactos . 
2. 	Sea K un compacto en X, entonces K es también un 
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compacto en X00 , por lo cual K es un conjunto cerrado según 
eco. Por otro lado como LOet implica que (9 eZaD por lo 
tanto d)c es un cerrado de X. Como KQI0 entonces 
K n oc = O. Siendo Xco compacto es también normal, luego 
existe, de acuerdo con el lema de Urysohn, una funciÓn f con-
tínua sobre Xco y valores en [o, 1] tal que 
f (K) = 11} , f ((Dc) = O }. 
Tomemos finalmente f / X = g : 	 1Jes claro 
qué g (() = IlY 	gCx(-9 = {o }e 
3. Sea K-un compacto en X, K X. Sea a un punto de 
X \K entonces K y {a} son cerrados disjuntog de Xco , el cual 
es normal, por lo tanto existen abiertos 031 y LD en Xco 
tales que: 
K 	L-9.-31. a e Lf) 5 • 
En estas condiciones 01  = aT n X pertenece a 15 y 
es un abierto propio, además 1)1  es una vecindad de K en X. 
Por (1) existe una vecindad U de K que es compacta y está 
contenida en '(.0 y en consecuencia existe un abierto 0 en 1  
X tal que: 
K 	g_<9 U 	01  donde (.9 es un abierto propio de X. 
Aplicando (2) existe una función contínua f definida 
sobre X y con valores en [o, 1] tal que: 
E (K) = {1} y f ( Cx(.0 ) = 
Afirmamos que sop (f) es compacto. En efecto: 
sop (f) = {x € X : f(x) * 0} 9; (99; U luego sop (f) es 
compacto. 
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Proposición 3.4: Sea (X,/5) un espacio topológico com-
pletamente regular, entonces el con-
junto de las funciones contínuas sobre X de soporte compacto 
constituyen un ideal del Conjunto de las funciones continuas 
y acotadas definidas sobre X, esto es / c (X) es un ideal de 
wpb (Ir (X). 
Demostración: Es claro que la función nula tiene sopor-
te compacto pues O es compacto, y que si 
f, g son funciones continuas y de soporte compacto entonces 
f-g también es contínua y tiene soporte compacto. 
ob ' Sea f e ke (X) y g e/c (X), demostraremos que 
f.ge/c (X) . En efecto: f•gel„b(X), sea S = sop (g) entonces: 
T = {x e X : f (x) . g(x) # 01 9: S 
Luego T = sop (f.g) g• S y por ello es compacto. 
Así pues f.ge/lc (X) y por lo tanto Ic (X) es un ideal de 
se b (,0 (X). 
Proposición 3.5: Sea (X,t) un espacio topológico com-
pletamente regular. Entonces una 
función yp definida sobre X y con valores en R es nula al 
infinito si y solamente si para todo e> O el conjunto 
{x e X : 	14)(xOt el es relativamente compacto, es decir: 
y : x --a— R 
o : {x ex : 	 € Kx 
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Demostración: Sea Telt() y - e> 0, entonces existe 
K eK X : IT(x)1<e", V xeX\ K, luego E. 
  
M = {x 6X : 14)(x)I el g_K y por ello es compacto. 
Recíprocamente si Ve.> 0, {x €X : it.P(x)e.} eKx 
entonces V e..>0, 9 K : pc e X : I (x) E.) e K x tal que: 
VxeX\K : 147 (x)1<e y por ello Tej140. 
Proposición 3.6: Sea (X,r) un espacio topológico lo- 
es 25 - denso en st 
calmente compacto. Entonces 
k'pb (X). 
Demostración: Sea f ellb (X), entonces existe un número 
real positivo d tal que: 
sup {lf(x)I :x€X} 	d. 
Sean yp una función nula al infinito definida sobre X 
Y 8 un número real positivo, entonces existe un compacto 
K I en X tal que: PP(x)I 	5, v x ex \ K ' . Luego tendremos: 
I f (x) . 	boj = If (x), . IP (x)Id. 5 	, V xex\ x. 
por lo cual también f .4) es nula al infinito. 
Sea E, '> O y consideremos K = {x e X : If (x) (x)I E} 
entonces por el teorema anterior, K es compacto. Como (x,r) 
es localmente compacto existe de acuerdo al teorema de Uryshon 
una función g a soporte compacto y valores en [0, l] tal 
que g (K) = {1}. Sea h = f . g, entonces h es contínua. 
Afirmamos que h pertenece a B 	(f E„). En efecto, calcule- 
mos P f  (f - h). v• 
- 108 - 
P ie (f-- h,) = Sup {1f(x) - h(x)1 	1kp(x)1} 
x e X 
= Sup (149(x)1 1f(x)1 ( 11 - g(x)1 )1 <¿, 
x e X 
Luego -11 pertenece a B 	(f, ). 
PT 
 
Además siendo 	 c (X) un ideal de 133 (X), ge/c (X) y 
f elb(X), entonces f . g e t:c (X). Así pues h pertenece a 
B )n Ic cx); es decir, todo disco con centro pertene-Pw 
cier.,..e a 1.33 (X) corta a 	c (X), lo que significa precisamen- 
te que / c (X) es rst - denso en lob(X). 
Proposición 3.7: Sea (E, -e ) un espacio lineal topoló-
gico Hausdorff. Sea 1 un sub-espacio 
"e-denso de E y sean E' y F' los espacios, duales respectiva-
mente, entonces para f perteneciente a F. ' definimos la apli- 
cación lineal ? por: ? : E 	 tal que: 
Vx LE :1 cx) = hm f (x0( ) donde ()c.v. t 
• ic<CD 
es una red en F convergente a x. 
Luego 4) : E' --»- Fi definida por: 
V f e 	: y(f) =7/ F es un isomorfismo lineal. 
Demostración-: Verificaremos en primera instancia que 
1 est,á bien definida, en efecto: 
Sean txcel 	y {Yp} 	, dos redes en F que convergen 
ideD 	p C D 
a 	 =un punto x en E. Probaremos que hm f t ) 	hm f(ye, ). f(x 
fs. 
- 109 - 
COMO Xel --0i-XyYp-o-Xentonces X« - Yp 	0. 
Como f es lineal f(xm - yp) = f (xm) -f (yp), además: 
hm f(xot - yp) = O pues 	f es contínua sobre F. Pero 
lim f(xm - yl) = hm (f(xa) - f(yp )) = hm f(x) - hm f(y1) 
Luego hm f(xa - yrs ) = O 
d,p 
es decir: 
hm f(x) = hm f(17). 
Probaremos ahora que f - es lineal. 
Sean X e y pertenecientes a E, IX0( 
tOzD' lylOpeD i  
redes en F convergentes a X e y, respectivamente. 
• + 9(cl,p)eDxD' es una red enF 2.-convergente 
a X + y, por lo cual: 
(x+y) = hm f (x a+ yp) = hm [f (xa ) + f(170 )] 
0(41 
hm  [f(x) + f(171)] = hm f(x) + hm f(yp) = f(x) + 
Similarmente se verifica que si 21/4 es un escalar y X es 
cualquier vector en E, entonces: 
(.ax) = a 	(x). 
Veamos ahora que Y es contínua, para lo cual basta con 
probar la continuidad en cero. 
	
Consideremos ahora (4): 	F ' dada por: 
V f LE ' : (pm = f / F, entonces: 
i) y es inyectiva. 
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En efecto, sea f E E' tal que yp(f) = e . 
Como 5 =e y entonces <pm ..0 implica que f / F =e 
de donde f = e y asi (4) es inyectiva. 
u  ii) Sea f e F entonces 1 	u  e E. 
=1/F=fluego (4) es suryectiva. 
De i) y ii) se concluye que y es un isomorfismo. 
Observación: Probaremos que sif : F--o-Kés una 
aplicación lineal, F es un sub-espacio 
de E y 1 como anteriormente se ha definido entonces 
? /F = f. 
En efecto, k / F : F ----*- K es la restricción de 1 a F. 
Sea x e F entonces (1 / F) (x) = fF (x) =.f(x). 
'C Sea x e E, existe fx011,01eD tal que x -----0- x, « 
't f(x) = 1F (x« ) 	pero 1F (x1) = f(x) -:----h- f(x) F 
entonces ?F (x) = f(x) pues el espacio es un T2 . 
Corolario 3.1: Sea (X,23) un espacio topológico local-
mente compacto, entonces: 
Nc(x), est /c(x)i s a-• [1b(x), st.].  
La demostración es consecuencia inmediata de los dos 
teoremas anteriores. 
Teorema 3.3: Sea (X,Z5) un espacio topológico local- 
mente compacto, entonces: 
st /1c (x)] 
1 
= [c(x) , eco] 
Demostración: Sabemos que t e t c 	st ‘- roo sobre 
 
Además j como .,c (X).q; 5: b(X) podemos considerar sobre 
c (X) la topología inducida por "Z5.'sti esto es: 
st / c (X) y pasemos al dual [:c(X), est /c] 
Puesto quee t tO entonces r st 	(X ) rt,i/ c (X ) s 	o 
'I r 	 n I 
por lo cual [r c (X), est /1c (X)iglc (X), rco/ c (X)j 
Probaremos la inclusión recíproca, sea  
Como F es roo-contínua sobre 1,c (X), existe co> O tal que: 
IF (f)k;c0 	para toda f  
Sea K un compacto en X, definimos tp : x---1—ak por: 
(x) = 
si x E K 
si x e X \ K 
evidentemente klp es nula al infinito. Sea f e I c (X) y sea 
E: el soporte de f. Consideremos H = E: U K entonces H es 
un compacto, como X es localmente compacto existe una fun-
ción g contínua sobre X con valores en [O, 1] tal que 
g (H) = 1, g (Hc ) = O, es claro que f = f . g 
Ahora: 
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P- (f) = P (f g) = Sup {If(x). g(x). W(x)11 
x e X 
= Sup 	1T(x)ii Sup If(x) g(x)I 
X G X X e X 
1  
= Sup Sup If(x) g(x)I Iltp(x)l} 
x e X 	xeC 
C Sup If(x) g(x)I 
° x eC 
= Co IIfL  , y f Io (X ) 
Ir (f)I 
Luego F es 255t/(X) -contínua. Asi pues se obtiene Qc 
que: 
c (X) ' rto/c(x)]Q[lc(x),est (X )1 
   
y en conclusión que: 
Corolario 3.2: Sea (X,25) un espacio topológico local- 
mente compacto, entonces: 






Demostración  c (x), tst /c(x) _1 
  
   
por el teorema 3.31además,de acuerdo al 
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se tiene demostrado que:. [b(x)`C -24 jVt(X). Luego 
finalmente [ilc (X),nx] 
Sea (X,Z), un espacio topológico completamente regular 
una familia de compactos en X dirigida en forma creciente 
por inclusión y tal que dicha familia cubre a X. Sea además 
15t la t -topología. localmente convexa y T2 sobre 1,(X) deter-
minada por la familia de seminormas provenientes de la fami- 
lia de compactos 	. 
SeaSek ydefinamos la aplicaciónRS  por: 
Rs : 	 '11 (S) : R5 (f) = f / S. 
Rs es rt - eco contínua y lineal y tal que 
N(R5 ) = N(Ps ). En efecto: 
si El  = {g erf (S) : fi g 100 	1 	entonces: 
-1 RS (B1) {f Ey(x) : 	(f) Hcc, 	1} 
1f e 	()c) : Sup if(x)I 	1} x e S 
= 	 , 	 e 00, tr 
S 
donde B1,  P denota la bola unitaria en 1 /4ep (X) respecto a la S 
seminorma Pc luego Rs es continua. Obviamente Rs es lineal, 
verifiquemos que el núcleo de R coincide con el núcleo de P . S S 
f e/51(R5 )<H>RS  (f) = 0~f /S = 
= 041=1>Sup f(x) = 04~P5  (f) = O 
Ps (f )4(1=1> feN(Ps). 
f /S 
X€ S 
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Además R5 es suryectiva pues si g e (S) entonces por el 
' 
teorema de extensión de Titze, existe 1 £1,20(15X) tal que 
1 / S = g ,con II 1li =g 	. como Rs(1 / x) = g se con- 
cluye que efectivamente Rs es suryectiva. 
Siendo RS  lineal, N(R5 ) es un sub-espacio vectorial de 
'p (X) y podemos asi considerar el espacio vectorial cociente 
1(X) // N (Rs ), y definamos 
H 	O : 	( x ) 	N(R5 ) 	IR por: 
V f + N(R5 ) : 	f + N(R5 ) (1 = P5 (f), entonces II II 	es una 
norma. En efecto: 
i) U II está bien definida pues si f E g entonces 
f - g e N(R5 ) = N(P5 ) de donde Ps (f - g) = O, 
luego: 
O 	iPs (f) - P5 (g) I 	Ps (f - g) = O 
de donde P5 (f) = Ps (g). 
ii) Si d'f + N(P5 ) 1 = o<1=c>p5 (f) = o<1.(>f ebi(Ps ) 
iii) II 91 /4 (f + N(P5 )) II = II 	f + wps ) 1 = P5 (1 f ) 
	
= 1>d 	il f il 
iv) Ø  (f + wps » + (g + Ncps » JJ = Hf + g + wps ) H 
= P5 (f + g) 
4 Ps (f) + P5 (g) 
= If+N(P5 )1+ Ig+N(Ps )1 
Luego U 11 es norma en p,(X) // N(P5) = 	(X) 	N(Rs). 
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Consideremos ahora el diagrama: 
R S 
Q(x) / N(P5 ) 
donde ti?(f) = f + N(P5 ) es la suryección canónica. 
1  	(f + N(P )) = RS  (f). S S  
Probemos ahora que 9 es 17r —ton 	contínua. 
Consideremos Bl'OH 	={ f + N(P5 ) / P5 (f) ‘ 1) 
P-1  (B1, e 1(X) / t(f) e B1 'O II 1 
e 1(X) / f + N(P5) e B1, 11 II } 
e (X) / ps ( f ) ‘ 1  } 
-1 es decir que yp (131, o o ) = B
'
„ , , luego 9 es contínua. 
'S 
Verificaremos ahora que Rs es una isometría. 
II n R (f + N(Ps )) Hoo S 	 il Rs (f )1103 	= il f / S II 
= Sup If(x)1 
x e S 
= Ps (f) 
= II f + N(P) II 
'1(X) 
- 116 - 
1 es también suryectiva; en efecto: S 
Sea f e l(S) como RS  es suryectiva existe 
Y epX) tal que r /s = f, así que: 
1 (1 + N(P )) = RS  (I) = 1 / S = f. S 	S  
Observemos ahora que N(P5 ) es un sub-espacio cerrado de 
(1(X), 25t ). En estas condiciones el dual de 
(rp(X) / N(Ps ), 2::t ) se identifica con el polar de N(Ps ) 
donde 15i- es la topología cociente inducida por tt sobre 
1(X) / N(Ps ); es decir: 
( / DO / N( Ps ) , t. )4 14 N ( Ps )°. 
Por otro lado N(Ps )°5; (1(X), tt )1 por lo cual: 
(`1,(X) / N(P) j, et. )1 v..-s• N(P)c) g (1,(X), tt ) 1 
Pero en u definido, sobre n, (X) / N(P5 ) es menos fina 
que eit luego: 
(1(x) / N(ps ), ro o ) g- (1(x) / N(ps ), -e't ) 
1g wps )°  
g- ((c), et ) 4 
Como vl, Do / N( P 	H ro o )1 -24 ( .(s), e ps )1 
Podemos suponer que (r(S), t- 	) o es un sub-espacio de .P S 
(X1(x), tt ); via los isomorfismos. 
Probemos ahora que: 
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(re (X),15t) . = U (' 	, 11,(S) 1.7: 	)' para esto es suficien- ,., 
S et- z-s 
te probar que para cada h e(t'f (X),15t) ' existe un S elemento 
de t. tal que h pertenece a ('I(S),t, )'. En efecto: .w s  
Sea h e (fp(X),Ire) ' entonces: h-1(Bk [C) ' 1] ) 6 \I")(0, 	) 
por consiguiente existe V e V10, 150 tal que: 
V Ç  h-l(BK [o, 13 ). 
Como 11- es una familia creciente existenSe 	179k> O 
tales que: 
T = 	N B 	[o, 1] g- VÇ h-1  (B [O ' 1] ) Ps  
Luego: 
o 
h e [h -1(B [O' 	)] 	y0
g- TO(S) '  
Asi pues h e ( l(S), 	) I• . 
«r5 
. 9 Teorema 3.4: (11.(X),15-0 puede identificarse con el sub-
espacio de Acis X) de todas las medidas 
que tienen su soporte contenido en algdn S et. 
Demostración: Sea F e(1(X),TW. Como 
(1(X),rt-) '= Un,,(S)1 existe 
Sc 
SF e t tal que F e I(SF ) ' . Por el teorema de representación 
de Riesz para espacios compactos podemos considerar la medida 
regular de Borel ).1,1, que representa a F, por medio de la cual 
definimos la aplicación 01, como sigue: 
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OF 	p 	fR 
A 	OF(A) = iiF (A n S ) 
0F resulta ser asi una medida regular de Borel sobre 
px pues i.A.F es medida regular de Borel. 
Ahora bien el soporte de hF está contenido en SF , en 
efecto: 
fiF ( C SF ) = 	(0) = O, por lo cual: 
Os F 	ezt 	tales que OF ((D) = O, luego 
(-)/ 	= o 	SF .  °F(L9) 	9; Sop(OF ) = oett  
Definamos ahora 0 de la siguiente manera: 
0 : ( kl PC) , 	t )1 	 x) 
F 	(F) . 6F  
entonces 0 es, lineal e inyectiva, en efecto: 
Sean F1, F2 
tales qua: 
existen SF y SF en 
1 	2 
F1  
e l(Sw ) y F2 e 	y como 
'2 
es dirigida 
podemos asumir que SF1c= SF 2 de donde rr (SF ) Q: l(SF ) 1 	2 
por lo cual (F1 + F2 ) e 	) . 2 
Por el Teorema de representación de Riesz para espacios 
compactos existe una única medida regular de Borel 
6 ,111(5F ) que representa a F1  + F2. Pero si 
2 Y" 1 
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representa a F1  y y- 2 representa F2 entonces por la unicidad 
r= 
'Luego 0 (F1  + F2 ) = 0 (Fi) + 0 (Fa ), y similarmente se 
verifica la homogeneidad pe 0, y asi 0 es lineal. 
Por la forma como se ha definido 0 ella resulta inyec- 
tiva. 
Veamos que 0 es suryectiva. 
Consideremos W = {jis tk(p x) 	3set, Sopp( ) 	S 
sea /LeW Y  /11 un elemento de 	que contiene al soporte 
der. . Existe Fr. en el dual de I(f1) X) tal que: 
F tA (f) = 	f dtk. 	V f e 1, (15 x) 
px 
Sea g e ,(X) y 1 erf(j5X) una extensión de g/ S).,. 	Defina- 
mos P como sigue: 
P : 1(X) 	R 
fpX 
	= F1  (f) 
Asi F 	(x), 	F e n(S) y « (F) = 
CONCLUSIONES 
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Entre los resultados más importantes que obtuvimos,en 
este trabajo podemos mencionar los siguientes: 
1. Haciendo uso de la compactificación de Stone-Cech 
para espacios discretos, la consecuente propiedad 
de disconexidad extremal y el teorema de Hanh-
Banach se obtuvo una demostración del teorema de 
representación de Riesz para espacios topológicos 
compactos; esto es, se probó que si (X/t) és un 
compacto entonces el dual ((X) ,15000) 1 de 1,;(X) 
es isométricamente isomorfo al espacio/ts (X) de 
las medidas signadas finitas y regulares de Borel 
sobre X. 
2. 	Como consecuencia de lo anterior se obtuvo una 
/.0 b 	\I identificación entre el dual kv (X)3500) de 
(X) coniks  (6X) donde X es un espacio topológico ) 
completamente regular y px es su compactificado de 
Stone-Cech. 
3. Estudiadas las topologías compacta abierta c' 
la estricta 111st y _la topología 25;101 o de la conver-
gencia uniforme sobre reb (X), con X un completamente 
regular, y las relaciones existentes entre ellas; 
se probó el teorema de Riesz para espacios comple-
tamente regulares; esto es, si (X, re) es un espacio 
topológico completamente regular, existe un isomor- 
fismo entre (1,b(x),r 'st)t Ykils (X) dada por la 
ecuación: 
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F ( f ) = 	f saft, 
X 
4. Tomando en consideración el hecho de que en un 
espacio topológico localmente compacto el conjunto 
de las funciones continuas de soporte compacto es 
st - denso en el conjunto de las funciones conti-
nuas y acotadas se probó que: 
(x) ,t03)'2-4.k5  
o sea el clásico teorema de representación de 
Riesz para espacios topológicos localmente compac-
tos. 
5. Haciendo uso de algunos aspectos de la teoría de 
la dualidad se probó si (X, 25, ) es completamente 
regular y t es un sistema de sub-conjuntos compac-
tos de X dirigido en forma creciente por inclusión 
y si sobre V,(X) se considera la correspondiente 
- topología entonces: 
(n,(x),ey..) 1 = 	U, ( (s), tco se I- 
6. Basados en la descomposición anterior se probó que 
para espacios completamente regulares 
se puede identificar con el sub-
espacio del5 (15X) constituido por aquellas medidas 
que tienen su soporte contenido en algún elemento 
de %t. 
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Como producto de nuestro trabajo planteamos las siguien-
tes posibles líneas de continuación del mismo: 
J. 	Estudiar en que otros tipos de espacios topológicos 
es válido el teorema de representación de Riesz. 
2. Estudiar el teorema de representación de Riesz para 
medida producto. 
3. Estudiar el teorema de representación de Riesz para 
medidas de Radón. 
4. Estudiar el problema de la categorización del teo-
rema de representación de Riesz. 
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